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第一章 序

心即理也.天下又有心外之事,心外之理乎? · · · 若只是温清之节、奉
养之宜, 可一日二日讲之而尽, 用得甚学问思辨? 惟于温清时, 也只

要此心纯乎天理之极: 奉养时,也只要此心纯乎天理之极. 此则非有

学问思辨之功,将不免于毫厘千里之谬,所以虽在圣人,尤加 ⌈精一 ⌋
之训.若只是那些仪节求得是当,便谓至善,即如今扮戏子,扮得许多

温清奉养的仪节是当,亦可谓之至善矣? —-《传习录》理学编卷一

§1.1 前言

§1.2 使用说明

由于东南大学理科实验班采用的教材是数学学院张福保、薛金美编写的

《数学分析讲义》（或参考张福保、薛金美、潮小李编写的《数学分析讲义》,科

学出版社 2019年出版）,所以本讲义中传统数学分析部分的标题就按照张/薛

书上的标题,主要是为了方便学生.有些小标题就按照作者的意愿来标识.

目前本讲义不会正式出版,因为好的讲义需要时间和具体教学实践来打

磨.我会放在自己主页上供大家免费使用.

§1.3 符号和常用记号说明

数域说明. N表示为所有自然数之集合（亦包含 0）,而N∗ 表示所有非

零自然数之集合.整数域,有理数域,实数域,复数域分别表示为 Z, Q, R和 C.

对给定的数域 F ∈ {Z, Q, R},符号 F+或 F>0表示 F中大于零的元素构成的

集合,同样地我们可以定义 F≥0, F−或 F<0,和 F≤0.

复数域中的元素表示为 z = x + iy,其中 i是虚根
√
−1.

字体说明. 对流形或抽象的空间我们用拉丁大写字母的 “mathcal型”来

表示,比如M,N ,X ,Q等.

人名表示说明. 本讲义中出现的外国人名均采用相应的英文人名来标示,

比如 Sobolev（索伯列夫）. 华人人名均用中文来标示, 并在其后附上英文标

示. 比如,著名数学大师丘成桐教授,其英文为 Shing-Tung Yau（按照英文惯

例,名在前,姓在后）.从而依照这个说明,应该写成丘成桐（Shing-Tung Yau）.

又比如著名的几何学家李伟光（Peter Li）. 由于港澳台（亦包括 49年之前的

国人和侨居海外的华人）人名的英文发音和汉语拼音发音不甚相似, 所以这

9
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些人名均采用上述之说明,即中文加英文. 而大陆的学者,就直接写出对应的

中文名字.

其它符号说明.证明的结尾用符号 �来结束.

§1.4 作者声明

本讲义是作者多年来教学与科研的心得和体会,非常愿意与诸君分享.在

未正式出版之前,诸位可在本人主页上免费下载.

讲义中不可避免的有纰漏和笔误,请读者批评斧正,这样可以让我更加的

完善本讲义.由于这是作者的第一本中文讲义,如有语句不通顺的地方,也请

读者批评指正.

本人的常用联系邮箱如下:

yilicms@seu.edu.cn

yilicms@gmail.com

yilicms@163.com

最后以王阳明先生的名句,也是本讲义的宗旨,来结束这一节的内容:

知行合一.

§1.5 预备知识 I:集合与映射

本节将中学里的集合和映射做了些适当的加深. 首先回顾下几个常用的

记号:

• ∀:“任意”

• ∃:“存在”

• !:唯一

• ∃!:“存在且唯一”

• A ⇒ B:“A推出 B”

• A ⇔ B:“A和 B等价”

• A := B:“A由 B定义”
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给定一个集合 A,其幂集定义为

2A := {所有 A的子集}.

显然根据定义 2A ⊇ A.

§1.5.1 集合的任意并和交

假设 A 是一个集族（即元素是集合的集合）.我们定义并和交如下:

(1) 并: ∪
A∈A

A := {x : x ∈ A存在某个 A ∈ A }.

(2) 交: ∩
A∈A

A := {x : x ∈ A对任意 A ∈ A }.

当 A = ∅是空集时,定义 ∪A∈A A = ∅.

§1.5.2 集合的 Cartesian乘积: I

假设 A, B时两个给定的集合.

(1) Cartesian乘积:

A × B := {(a, b) : a ∈ A且 b ∈ B}.

这里的符号 (a, b)表示 a和 b的有序对，其定义如下.

(2) 有序对:

(a, b) := {{a}, {a, b}}.

这里 a称为有序对的第一坐标而 b称为有序对的第二坐标.

§1.5.3 映射

假设 C和 D是两个给定的集合.

(1) 一个赋值法则 R是指满足条件

(c, d) ∈ R和 (c, d′) ∈ R =⇒ d = d′

的 C × D的子集.

(2) 假设 R是一个赋值法则.定义

Dom(R) ≡ R的定义域 := {c ∈ C : ∃ d ∈ D使得 (c, d) ∈ R},

Im(R) ≡ R的像域 := {d ∈ D : ∃ c ∈ C使得 (c, d) ∈ R}.



12 第一章 序

一个映射 f 是指一个二元对 (R, B),其中 R是一个赋值法则, B是一个集

合（称为 f 的值域）,满足 Im(R) ⊆ B.

(1) f 的定义域 ≡ Dom( f ) := Dom(R).

(2) f 的像域 ≡ Im( f ) := Im(R).

(3) 我们引入记号:

f : A −→ B, a 7−→ f (a),

这里 A是 f 的定义域, B是 f 的值域（从而导致 Im( f ) ⊆ B）, f (a)是 B

中满足条件 (a, f (a)) ∈ R的唯一元素.

例1.5.1. 假设 C = D = R, f (x) = x2, R = R × R≥0, B = R. 此时 A = R,

Im( f ) = R≥0.

考虑两个映射 f : A → B和 g : B → C.

(1) 对任意给定的 A 的子集 A0, 定义 f 在 A0 上的限制为映射 f |A0 = f :

A0 → B.

(2) 复合:

g ◦ f : A −→ C, a 7−→ c

这里 f (a) = b和 g(b) = c对某个 b ∈ B成立.

假设 f : A → B是一映射.

(1) f 是单射如果

f (a) = f (a′) =⇒ a = a′.

(2) f 是满射如果

∀ b ∈ B ∃ a ∈ A满足 f (a) = b.

(3) f 是双射如果 f 既是单的又是满的.

(4) 若 f 是双射,我们定义它的逆映射 f−1如下

f−1(b) = a ⇐⇒ f (a) = b.

引理1.5.2. 假设 f : A → B 为一映射. 如果存在 f 的左逆 g : B → A（即

g( f (a)) = a对所有 a ∈ A都成立）和 f 的右逆 h : B → A（即 f (h(b)) = b对

所有 b ∈ B都成立）,则 g = h = f−1.
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练习1.5.3. (1)证明若 f 有左逆,则 f 是单射;若 f 有右逆,则 f 是双射.

(2)给出存在左逆但不存在右逆的映射的例子.

(3)给定的映射可以有多个左逆或右逆吗?

(4)证明引理 1.5.2.

假设 f : A → B是一个映射, A0 ⊆ A, B0 ⊆ B.

(1) A0在 f 下的像集 ≡ f (A0) := { f (a) : a ∈ A0}.

(2) B0在 f 下的原像集 ≡ f−1(B0) := { f (a) : a ∈ A0}.特别地,如果 B = {b},

则符号 f−1(b) := f−1({b})一般情形下不再是一个单元素集; 如果 f 本

身是双射,此时符号 f−1(b)与之前的定义一样.

(3) 下列包含关系显然成立:

A0 ⊆ f−1( f (A0)), B0 ⊇ f ( f−1(B0)).

我们可以找到例子来说明上述包含关系可以严格取到, 即等号不一定成

立（请你试着找下）.

如果在映射定义中 B是一个数域,那么我们把映射称为函数.

§1.5.4 范畴

范畴 C有如下所构成:

1) C中的对象构成类 Ob(C),

2) ∀ Ob(C)中的二元组 (X, Y), ∃集合HomC(X, Y)（称为 X到 Y的态射）,

3) ∀ Ob(C中的三元组 (X, Y, Z), ∃映射（称为复合映射）

HomC(X, Y)× HomC(Y, Z) −→ HomC(X, Z), ( f , g) 7−→ g ◦ f .

这些因素满足条件

(a) ( f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h),

(b) ∀ X ∈ Ob(C) ∃ idX ∈ HomC(X, X)使得

f ◦ idX = f , idX ◦ g = g

对任意 f ∈ HomC(X, Y)和 g ∈ HomC(Y, X)都成立.

例1.5.4. 下面是一些经典的范畴.

(1) Set:集合和映射
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(2) Group:群和群同态（抽象代数中）

(3) VectR:实向量空间和实线性映射（高等代数中）

(4) Top:拓扑空间和连续映射（拓扑学中）

(5) Calabi-Yau范畴:微分几何/代数几何 同调镜像对称/SYZ猜想.

假设 C是范畴.

(1) 通常把态射 f ∈ HomC(X, Y)记作 f : X → Y.

(2) f ∈ HomC(X, Y)称为同构如果存在态射 g ∈ HomC(Y, X)满足

f ◦ g = idY 和 g ◦ f = idX .

(3) C′称为 C的子范畴如果 C′本身是范畴并满足下列条件

– Ob(C′) ⊆ Ob(C),

– HomC′(X, Y) ⊆ HomC(X, Y)对任意 X, Y ∈ Ob(C′)都成立,

– idX ∈ HomC′(X, X)对每个 X ∈ Ob(C′)都成立.

称 C′是 C的子范畴如果它本身是范畴并且HomC′(X, Y) = HomC(X, Y)

对任意二元组 (X, Y)都成立.

(4) Top是 Set的子范畴,但不是完全子范畴.

(5) C的对偶范畴 C◦定义如下:

Ob(C◦) := Ob(C), HomC◦(X, Y) := HomC(Y, X).

(6) 令 f ∈ HomC(X, Y).

– f 是单的如果对任意 W ∈ Ob(C)和任意 g, g′ ∈ HomC(W, X)满足

f ◦ g = f ◦ g′,都有 g = g′.

W
g−−−−→
g′

X
f−−−−→ Y

– f 是满的如果对任意 Z ∈ Ob(C) 和任意 h, h′ ∈ HomC(Y, Z) 满足

h ◦ f = h′ ◦ f ,都有 h = h′.

X
f−−−−→ Y h−−−−→

h′
Z

– f 是双的如果它即是单的又是满的.
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(7) P ∈ Ob(C) 是始的如果对任何 Y ∈ Ob(C), 集合 HomC(P, Y) 只包含一

个元素. Q ∈ Ob(C)是终的如果对任何 X ∈ Ob(C),集合HomC(X, Q)只

包含一个元素.

练习1.5.5. (1)证明两个始的（或终的）对象必同构.

(2)证明同构必是双的,但反之则不一定成立.

范畴之间的(共变)函子 F : C → C′由如下要素构成:

1) 映射 F : Ob(C) → Ob(C′),

2) ∀ Ob(C)二元组 (X, Y), ∃映射 F : HomC(X, Y) → HomC′(F(X), F(X′)).

这些要素满足条件

a) F(idX) = idF(X),和

b) F( f ◦ g) = F( f ) ◦ F(g).

反变函子 G : C → C′是函子 G : C◦ → C′.

例1.5.6. (1)遗忘函子 F : Top → Set.

(2)基本群函子 π1 : Top∗ → Group, (X, x) 7→ π1(X, x) (X 在 x 的基本

群).

(3)任给 X ∈ Ob(C),定义

HomC(X, ·) : C −→ Set, Z 7−→ HomC(X, Z),

HomC(·, X) : C −→ Set, Z 7−→ HomC(Z, X).

则

HomC(X, ·)是共变的而HomC(·, X)是反变的.

考察两个函子 F1, F2 : C → C′. 函子之间的态射或自然变换 θ : F1 → F2构

成如下:

X ∈ Ob(C) =⇒ θ(X) ∈ HomC′(F1(X), F2(X)).

这些要素使得下面的图

F1(X)
θ(X)−−−−→ F2(X)

F1( f )
y yF2( f )

F1(Y) −−−−→
θ(Y)

F2(Y)

F2( f ) ◦ θ(X) = θ(Y) ◦ F1( f ),

可交换,即, F2( f ) ◦ θ(X) = θ(Y) ◦ F1( f ), ∀ X, Y ∈ Ob(C), ∀ f ∈ HomC(X, Y).
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定义1.5.7. 给定范畴 C, C′,定义新的范畴 Func(C,C′)如下:

Ob
(
Func(C,C′)

)
:= {函子 F : C → C′}

and

HomFunc(C,C′)(F1, F2) := {态射 θ : F1 → F2}.

定义1.5.8. 假设 C是范畴. F : C → Set是可表函子若 ∃ X ∈ Ob(C)使得 F在

Func(C, Set)中和 HomC(X, ·)同构.

注1.5.9. 如果 F : C → Set 是可表的, 则 X 在同构意义下是唯一的并把它称

为F的表示.

定义1.5.10. 函子 F : C → C′ 是完全忠实的 如果 ∀ X, Y ∈ Ob(C), 映射

HomC(X, Y) → HomC′(F(X), F(Y))是双的.

定理1.5.11. (Yoneda引理) (1)对任意 X ∈ Ob(C)和 F ∈ Ob(C∨),这里 C∨ :=

Func(C◦, Set),下面同构

HomC∨(HomC(X), F) ≃ F(X)

在 Set里成立,这里HomC : C → C∨是函子定义为HomC(X) := HomC(·, X).

(2) HomC是完全忠实函子.

证: (1)对每个 f ∈ HomC∨(HomC(X), F),赋予 ϕ( f ) ∈ F(X)如下:

f (X) : HomC(X, X) −→ F(X), idX 7−→ ϕ( f ) := f (X)(idX).

反之,对每个 s ∈ F(X),赋予 ψ(s) ∈ HomC∨(HomC(X), F)如下:

HomC(Y, X)
F−−−−→ HomSet(F(X), F(Y)) s−−−−→ F(Y)

这里 ψ(s)(Y) := s ◦ F.故 ϕ和 ψ互为逆同态.

(2)对任意 X, Y ∈ Ob(C),下列同构

HomC∨(HomC(X), HomC(Y)) ≃ HomC(·, Y)(X) = HomC(X, Y)

推出 HomC是完全忠实的. �

§1.5.5 关系

集合 A上的关系是指 A × A的子集 C.如果 C是 A的关系,则 (x, y) ∈ C

记作 xCy.

集合 A上的等价关系是指 A上的关系 C并满足如下性质:
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a) (自反性) ∀ x ∈ A =⇒ xCx,

b) (对称性) xCy =⇒ yCx,

c) (传递性) xCy和 yCz =⇒ xCz.

记号:用 ∼来表示等价关系.

(1) x ∈ A的等价类:

[x] := {y ∈ A : y ∼ x} ∋ x.

(2) 两个等价类要么不相交要么完全相等.因此

A =
∪
{[x] : x ∈ A}.

(3) 集合 A的剖分是指 A的一些互不相交的非空子集构成的集族且这些子

集的并是 A.

(4) 给定 A的一个剖分 D ,则存在 A上的由该剖分诱导出来的等价关系 ∼.

实际上,定义 A上的关系 ∼为 x ∼ y当且仅当 x, y都属于 D 中的某

个元素.易证 ∼是 A上的等价关系.

A上的关系 C称为序关系或简单序或线性序,如果它满足如下性质:

a) (相容性) ∀ x, y ∈ A且 x ̸= y =⇒要么 xCy要么 yCx,

b) (非自反性)不存在 x ∈ A使得 xCx成立,

c) (传递性) xCy和 yCz =⇒ xCz.

记号:用 <表示序关系.

(1) 等价地说:

a) x ̸= y =⇒要么 x < y要么 y < x,

b) x < y =⇒ x ̸= y,

c) x < y和 y < z =⇒ x < z.

(2) x ≤ y是指 x < y或 x = y.

(3) 假设 (X,<)是有序集,即 X上存在一个序关系 <. 对 a < b,定义 X中的

开区间为

(a, b) := {x ∈ X : a < x < b}.

如果 (a, b) = ∅,称 a是 b的直接前位点而把 b称为 a的直接后位点.
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(4) 考察两个有序集 (A,<A)和 (B,<B).称 A和 B有相同的序型如果集合之

间存在保序的双射.也就是说,存在双射 f : A → B满足

a1 <A a2 =⇒ f (a1) <B f (a2).

比如, ((−1, 1),<) 和 (R,<) 有相同的序型 (x 7→ x
1−x2 ); ({0} ∪ (1, 2),<)

和 ([0, 2),<)有相同的序型 (0 7→ 0 and x 7→ x − 1 for 1 < x < 2).

(5) 假设 (A,<A)和 (B,<B)是两个有序集.定义 A × B上的序关系 <如下:

(a1, b1) < (a2, b2)

若 a1 <A a2或者若 a1 = a2但 b1 <B b2.

假设 (A,<)是有序集, A0是 A的子集.

(1) b是 A0的最大数如果 b ∈ A0且 x ≤ b对任何 x ∈ A0都成立. a是 A0的

最小数如果 a ∈ A0且 a ≤ x对任何 x ∈ A0都成立.

(2) A0是有上界的如果存在 b ∈ A使得 x ≤ b对任意 x ∈ A0都成立.称 b是

A0的一个上界.令

sup(A0) := A0的所有上界中的最小元

为 A0的最小上界 or上确界.

A0是有下界的如果存在 a ∈ A使得 a ≤ x对任意 x ∈ A0都成立.称

a是 A0的一个下界.令

inf(A0) := A0的所有下界中的最大元

为 A0的最大下界 or下确界.

(3) 有序集 (A,<)满足最小上界性质 (或简记LUBP)如果 A的任何非空有上

界子集 A0 有最小上界. 类似地,有序集 (A,<)满足最大下界性质 (或简

记GLBP) 如果 A 的任何非空有下界子集 A0 有最大下界. 注意到LUBP

⇔ GLBP.

集合 B := (−1, 0) ∪ (0, 1)不可能满足最小下界性质 (请验证!).

集合 A上的关系 ≺称为严格偏序如果它满徐下面性质:

1) (非自反性) a ≺ a不可能成立,

2) (传递性) a ≺ b和 b ≺ c ⇒ a ≺ c.
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平面 R2上存在自然的严格偏序 ≺:

(x0, y0) ≺ (x1, y1) ⇐⇒ y0 = y1且 x0 < x1.

假设 (A,≺)是严格偏序集,即 ≺是 A上的一个严格偏序.

(1) 若 B ⊆ A, B的上界是 A中的元素 c使得对任何 b ∈ B,要么 b = c要么

b ≺ c.

(2) A的最大元是 A中的元素 m使得不存在 A中的元素 a满足 m ≺ a.

(3) Zorn引理 (1935):

假设集合 A上有一个严格偏序.如果 A的任何简单序子集在 A

中都有上界,则 A必有最大元.

Zorn引理的一个简单应用如下: 考察集合 A = {an}n≥1 这里 ai ∈ R且

|ai| ≤ M对某个正数 M成立. 从而 (A,<)是严格偏序集. 根据 Zorn引理, A

有最大元.

一般地, 考察函数数列 f (x, t), 这里 | f (x, t)| ≤ M 对任意 x ∈ [0, 1] 和

t ∈ R都成立.对每个 x ∈ [0, 1],定义集合

Ax := { f (x, t)}t∈R.

则 Ax 有最大元 f (x).故得到映射

f : [0, 1] −→ A :=
∪

x∈[0,1]

Ax, x 7−→ f (x).

一个很自然的问题是研究函数 f (x)的性质.

§1.5.6 集合的 Cartesian乘积: II

假设 A 是非空集族. A 的指标映射是指从某个集合 J到 A 的满射映射

f .这个集合 J称为指标集.

(1) (A , f )称为集合的指标类.

(2) 给定 α ∈ J,把集合 f (α) ∈ A 记作 Aα,并把集合的指标类记作 {Aα}α∈J .

(3) 定义 ∪
α∈J

Aα := {x : ∃ α ∈ J使得 x ∈ Aα},

∩
α∈J

Aα := {x : ∀ α ∈ J, x ∈ Aα}.
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(4) 若 J = {1, · · · , n},把 (3)写成

∪
α∈J

Aα =
∪

1≤i≤n
Ai,

∩
α∈J

Aα =
∩

1≤i≤n
Ai.

(5) 若 J = Z≥1,把 (3)写成

∪
α∈J

Aα =
∩
i≥1

Ai,
∩
α∈J

Aα =
∩
i≥1

Ai.

假设 m ∈ N.给定集合 X,定义 X的m-数组为函数

x : {1, · · · , m} −→ X

对每个 i{1, · · · , m},记

x(i) := xi,

并称为x的 i-坐标,和 x = (x1, · · · , xm).

(1) 假设 {A1, · · · , Am}是由集合 {1, · · · , m}作为指标集的集合类.令

X := A1 ∪ · · · ∪ Am.

定义这个指标类的Cartesian乘积,写作

∏
1≤i≤m

Ai,

为由 X的满足 xi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ m,的所有 m-数组 (x1, · · · , xm)构成的集

合.

注1.5.12. (1) A × B现在有两种不同的定义:

A ×1 B := {(a, b) : a ∈ A和 b ∈ B},

A ×2 B := {x : {1, 2} → A ∪ B满足 x(1) ∈ A和 x(2) ∈ B}.

可以证明这两种定义实际上是等价的.定义双射映射

f : A ×1 B −→ A ×2 B, (a, b) 7−→ f ((a, b))

这里 f ((a, b))(1) = a和 f ((a, b))(2) = b.由于 f 是双的, A ×1 B ∼= A ×2 B.

(2)对集合 A, B, C,有三种互相等价的 Cartesian乘积

A × (B × C), (A × B)× C, A × B × C.

特别地,对每个 m ≥ 1可定义 Cartesian乘积 Am.
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给定集合 X,定义 X的ω-数组为映射

x : Z≥1 −→ X, n 7−→ xn := x(n),

并记作 x = (xn)n≥1.假设 {Ai}i∈Z≥1 是指标集为正整数的集合类.令

X :=
∪

i∈Z≥1

Ai.

{Ai}i∈Z≥1 的Cartesian乘积,记作

∏
i∈Z≥1

Ai,

定义为由 X的满足 xi ∈ Ai 的所有 ω-数组 (xi)i∈Z≥1 构成的集合.

一般地,令 J是指标集, X是集合.

(1) X的J-数组是指映射

x : J −→ X, α 7−→ xα := x(α),

这里 xα称为x的 α-坐标.记 x = (xα)α∈J .

(2) 引入

X J := {X的 J-数组}.

(3) 假设 {Aα}α∈J 是集合的指标类, X := ∪α∈J Aα. {Aα}α∈J 的Cartesian乘积,

记作

∏
α∈J

Aα,

定义为由 X的满足 xα ∈ Aα的所有 J-数组 (xα)α∈J 构成的集合.

当 Xn都是 R,得到

Rω := ∏
n≥1

Xn.

§1.5.7 有限集、可数集和不可数集

在这小节我们研究集合

{0, 1}ω := ∏
n≥1

Xn

这里 Xn := {0, 1}.

定义1.5.13. 集合 A称为有限的,如果它要么是空集,要么存在 A和某个集合

{1, · · · , n}之间的双射.当 A = ∅时,称 A是基数 0,否则称 A是基数 n.
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引理1.5.14. 假设 n ∈ Z≥1, A是非空集合, a0 ∈ A.存在 A和 {1, · · · , n + 1}之
间的双射 f 当且仅当存在 A \ {a0}和 {1, · · · , n}之间的双射 g.

证: ⇐:定义映射 f : A → {1, · · · , n + 1}为

f (a0) := n + 1, f (x) := g(x) (x ̸= a0).

⇒:若 f (a0) = n + 1,则定义 g := f |A\{a0}. 现在假设 f (a0) = m ∈ {1, · · · , n},

令 a1 ∈ A 为满足 f (a1) = n + 1 的元素. 则必有 a1 ̸= a0. 定义映射 h : A \
{a0} → {1, · · · , n}为 h(a1) = m和 h(x) := f (x)（x ̸= a1）. �

定理1.5.15. 令 A 是集合,并假设存在双射 f : A → {1, · · · , n}（对某个 n ∈
Z≥1）. 若 B 是 A 的真子集, 则不存在双射 g : B → {1, · · · , n}, 但是 (只要

B ̸= ∅)存在双射 h : B → {1, · · · , m}（对某个 m < n）.

证:不失一般性,不妨假设 B ̸= ∅.我们利用数学归纳法证明这个定理.当

n = 1, A = {a}, B = ∅. 假设该定理对 n成立. 令 f : A → {1, · · · , n + 1}为
双射, B是 A的非空真子集. 取 a0 ∈ B和 a1 ∈ A \ B. 根据引理1.5.14,存在双

射 g : A \ {a0} → {1, · · · , n}. 由于 B \ {a0}是 A \ {a0}的真子集,归纳假设

推出不存在双射 h : B \ {a0} → {1, · · · , n},且要么 B \ {a0} = ∅要么存在双

射 k : B \ {a0} → {1, · · · , m} (对某个 m < n).再次应用引理1.5.14得到定理对

n + 1也成立. �

推论1.5.16. (1)若 A有限,则不存在 A与它真子集之间的双射.

(2) Z≥1不是有限集.

(3)有限集 A的基数由 A唯一确定.

(4)有限集的任何子集都是有限的. 如果 B是有限集 A的真子集,则 B的

基数严格小于 A的基数.

(5) B ̸= ∅ ⇒下面断言等价:

(i) B是有限的,

(ii) 存在满映射从某个 {1, · · · , n}到 B,

(iii) 存在单映射从 B到某个 {1, · · · , n}.

(6)有限集的有限并和有限 Cartesian乘积都是有限的.

证: (1)假设 B是 A的真子集且存在双射 f : A → B.因为 A是有限的,存

在双射 g : A → {1, · · · , n}. 从而 g ◦ f−1 : B → {1, · · · , n}是双射,但这是不

可能的!

(2)定义映射 f : Z≥1 → Z≥1 \ {1}为 f (n) := n + 1.因为 Z≥1 \ {1}是真
子集且 f 是双的,从 (1)得到 Z≥1不可能是有限的.
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(3) 假设 f : A → {1, · · · , n} 和 g : A → {1, · · · , m} 都是双的, 这里

m, n ∈ Z≥1.故 g ◦ f−1 : {1, · · · , n} → {1, · · · , m}是双的从而 m = n.

(4)显然.

(5) (i) ⇒ (ii) :显然. (ii) ⇒ (iii) :假设 f : {1, · · · , n} → B是满的. 定义

g : B → {1, · · · , n}为

g(b) := the smallest element of f−1({b}).

若 b ̸= b′, f−1({b}) ∩ f−1({b′}) = ∅, 所以 g 是单的. (iii) ⇒ (i) : 假设

g : B → {1, · · · , n}是单的. 则存在某个 m ≤ n使得 g : B → {1, · · · , m}是双
的.从而 B是有限的.

(6)假设 A和 B都是有限的而且都是非空的. 存在双射 f : {1, · · · , m} →
A和 g : {1, · · · , n} → B,对某些 m和 n.定义

h : {1, · · · , m + n} −→ A ∪ B, i 7−→
{

f (i), 1 ≤ i ≤ m,

g(i − m), m + 1 ≤ i ≤ m + n.

由于 h是满的,根据 (5)得到 A ∪ B是有限的. 归纳假设可证明有限集的有限

并也是有限的.

从下列关系

A × B :=
∪

a∈A
{a} × B

得到 A × B从而有限集的有限 Cartesian乘积都是有限的. �
不巧的是,有限集的无限 Cartesian乘积是很复杂的.我们需要以下定义.

定义1.5.17. (1)集合 A称为无限的如果他不是有限的. A称为无限可数的如

果存在双射 f : A → Z≥1.

(2)集合 A称为可数的如果它要么是有限的要么是无限可数的. A称为

不可数的如果它不是可数的.

有些书上把定义1.5.17中的无限可数的称为可数的,而把可数的称为至多

可数的.

定理1.5.18. B ̸= ∅ =⇒下列断言等价:

(a) B是可数的,

(b) 存在满映射 f : Z≥1 → B,

(c) 存在单映射 g : B → Z≥1.

证: (a) ⇒ (b) :显然.

(b) ⇒ (c) : 令 f : Z≥1 → B 是满的. 定义 g : B → Z≥1 为 g(b) :=

f−1({b})中的最小元.

(c) ⇒ (a) :令 g : B → Z≥1 为单的. 则存在 B与 Z≥1 的某个子集之间的

双射.因此只要证明 Z≥1的每个子集都是可数的（见引理1.5.19）. �
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引理1.5.19. 如果 C是 Z≥1的无限子集,则 C是无限可数的.

证: 定义双射 h : Z≥1 → C 如下. 记 h(1) 为 C 中的最小元. 假设

h(1), · · · , h(n − 1)已经定义,令

h(n) := C \
∪

1≤i≤n−1

h(i)中的最小元.

断言 1: h 是单的. 若 m < n, 则 h(m) ∈ h({1, · · · , n − 1}) 从而 h(m) ̸=
h(n).

断言 2: h是满的.取 c ∈ C. h是单映射推出 h(Z≥1)是无限的而且 h(n) >

c对某个 c ∈ Z≥1成立.令

m := Z≥1中满足 h(m) ≥ c的最小元.

对每个 i = 1, · · · , m − 1,有 h(i) < c从而 c ∈ C \ ∪1≤i≤m−1h(i). 根据 h(m)的

定义,必有 h(m) ≤ c.因此 h(m) = c. �

推论1.5.20. (1)可数集的子集也是可数的.

(2) Z≥1 × Z≥1是无限可数的.

证: (1)假设 A ⊆ B且 B是可数的. 根据定理 1.5.18,存在单映射 f : B →
Z≥1.故 f |A : A → Z≥1也是单的,从而 A是可数的.

(2)因为 Z≥1 × Z≥1 是无限集, 只要构造单映射 f : Z≥1 × Z≥1 → Z≥1.

定义

f (n, m) := 2n3m.

若 f (n, m) = f (p, q),则 2n3m = 2p3q. 若 n < p,则 3m = 2p−n3q,矛盾! 所以

n = p且 m = q. �

定理1.5.21. (1)可数集的可数并是可数的.

(2)可数集的有限 Cartesian乘积是可数的.

(3) {0, 1}ω 是不可数的.

(4)给定集合 A.则不存在单映射 f : 2A → A和满映射 g : A → 2A.

(5) 2Z≥1 是不可数的.

证:观察到 (5)可由 (4)和定理 1.5.18得到.

(1)假设 {An}n∈J 是可数集的指标类,这里指标集 J要么是 {1, · · · , N}要
么是Z≥1.假设每个集合 An ̸= ∅.根据定理 1.5.18,存在满映射 fn : Z≥1 → An

和 g : Z≥1 → J.定义

h : Z≥1 × Z≥1 −→
∪
n∈J

An, (k, m) 7−→ fg(k)(m).

则 h是满映射.
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(2) 不失一般性, 只要证明两个可数集 A 和 B 的 Cartesian 乘积是可数

的. 就像在 (1) 中一样, 存在满映射 f : Z≥1 → A 和 g : Z≥1 → B. 定义

h : Z≥1 × Z≥1 → A × B为 h(m, n) := ( f (m), g(n)).

(3)令 X = {0, 1}. 对任意给定的映射 g : Z≥1 → Xω,断言 g不可能是满

的.记

g(n) := (xn1, xn2, xn3, · · · , xnn, · · · ), xij ∈ {0, 1}.

定义 y := (yi)i∈Z≥1 为

yn :=

{
0, xnn = 1,

1 xnn = 0.

则 y ∈ Xω 但是 y /∈ g(Z≥1).

(4)只要证明给定映射 g : A → 2A, g不可能是满的 (因为单映射的存在

性可以推出满映射的存在性).定义

B := {a ∈ A : a ∈ A \ g(a)} ∈ 2A.

假设 g(a0) = B.故

a0 ∈ B ⇐⇒ a0 ∈ A \ g(a0) ⇐⇒ a0 ∈ A \ B.

所以 g不是满的. �

练习1.5.22. (1)实数 x称为代数的如果它满足多项式方程（该多项式次数为

正）

0 = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0, ai ∈ Q.

假设每个多项式方程只有有限多个根,证明代数数集合是可数的.

(2)一个实数称为超越的如果它不是代数的.假设 R是不可数的,证明超

越数集合是不可数的（比如 e, π都是超越数）.

练习1.5.23. 称两个集合 A和 B有相同基数如果 A和 B之间存在双射.

(1) 假设 B ⊆ A并假设存在双射 f : A → B,证明 A和 B有相同基数. [提示:

定义 A1 := A, B1 := B,且对任意 n ≥ 2, An := f (An−1), Bn := f (Bn−1).

则 A1 ⊇ B1 ⊇ A2 ⊇ B2 ⊇ A3 ⊇ · · · .令

h : A −→ B, x 7−→
{

f (x), if x ∈ An \ Bn对某个 n,

x, 其它情形.

]

(2) (Schroeder-Berstein定理)如果存在单映射 A → B和 B → A,则 A和 B

有相同基数.
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§1.6 预备知识 II:函数

中学时期我们学过六类初等函数:

(1) 常值函数: y = c,

(2) 幂函数: y = xa, a ̸= 0,

(3) 指数函数: y = ax, a > 0, a ̸= 1, x ∈ R,

(4) 对数函数: y = loga x, a > 0, a ̸= 1, x > 0,

(5) 三角函数: sin x, cos x, tan x, cot x, sec x, csc x,

(6) 反三角函数: sin−1 x, cos−1 x, tan−1 x, cot−1 x, sec−1 x, csc−1 x.

§1.6.1 几类特殊的函数

我们也知道比如周期函数，有界函数，奇/偶函数，单调函数，反函数等

常见的几类特殊函数.

例1.6.1. (a) Dirichlet函数

D(x) :=

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \ Q.

(b)符号函数

sgn(x) :=


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.

(c)取整函数

⌊x⌋ := n if n ≤ x < n + 1,

and

⟨x⟩ := x − ⌊x⌋.

(d)定义

π(x) := # (素数 ≤ x).

(e) Möbius函数

µ(n) :=

{
(−1)r, n = p1 · · · pr 且 p1, · · · , pr 各异,

0, 其它情形.

(f) Margoldt函数

Λ(n) :=

{
ln p, n = pα, α ≥ 1,

0, 其他情形.
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(g)双曲函数:

sinh x :=
ex − e−x

2
, cosh x :=

ex + e−x

2
, tanh x :=

ex − e−x

ex + e−x .

注意到 y = sin x（或 y = sinh x）是常微分方程 y′′+ y = 0（或 y′′− y = 0）

的解.

§1.6.2 素数和素数基本定理

Euclid几千年前已经证明了素数由无穷多个.令

p1 < p2 < · · · < pn < · · ·

为全体素数. 假设素数只有有限多个,比如 p1 < p2 < · · · < pN . 那么我们考

虑一个新的正整数 a := p1 · · · pN + 1. 如果这个数 a是素数,则我们得到一个

比 p1, · · · , pN 都要大的新的素数,产生矛盾. 因此这个数 a一定是合数. 根据

素数分解定理,至少有一个素数,不妨假设为 p1,整除 a从而整除 1,矛盾！从

而素数一定由无穷多个.

接下来有两个很自然的问题.

1. 是否存在一个公式可以表示每个素数? 即, 是否存在素数的一般表达

式?答案是,有的且有许多个！但是没有一个公式是有意思的. 比如,考察如下

给出第 n个素数的公式

pn = 1 + ∑
1≤m≤2n

⌊⌊
n

1 + π(m)

⌋1/n
⌋

.

这里 π(x)表示所有不超过 x 的素数的个数. n = 2时候,根据上面这个公式

我们得到

p2 = 1 +

⌊⌊
2

1 + π(1)

⌋1/2
⌋
+

⌊⌊
2

1 + π(2)

⌋1/2
⌋
+ 0 + 0 = 1 + 1 + 1 = 3.

但是这种公式没有任意意义,原因是为了得到第 n个素数的值,我们必须预先

知道 π(1), · · · , π(2n)的值.

2.素数分布的形态.从上面 Euclid的证明中我们可以发现

pk+1 ≤ p1 · · · pk + 1, k ∈ N.

根据 p1 = 2,我们可以证明

pk ≤ 22k−1
, k ∈ N. (1.6.1)
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事实上,由数学归纳法得到

pk+1 ≤ ∏
1≤i≤k

pi + 1 ≤ ∏
1≤i≤k

22i−1
+ 1 = 22k−1 + 1 = 2k.

推论1.6.2. 对任意 x ≥ 2,有

π(x) > ln ln x. (1.6.2)

证明: 选择一个自然数 ℓ使得不等式 22ℓ−1 ≤ x < 22ℓ 成立. 根据 (1.6.1)我

们得到 pℓ ≤ 22ℓ−1
从而 π(x) ≥ ℓ成立. 因为 2ℓ > ln x/ ln 2和 0 < ln 2 < 1,我

们得到

π(x) ≥ ℓ >
ln(ln x/ ln 2)

ln 2
>

ln ln x
ln 2

> ln ln x

成立. �
根据级数展开（级数理论在第六章）

2 ≥ p
p − 1

=

(
1 − 1

p

)−1
,

1
1 − z

= ∑
n≥0

zn,

我们得到如下不等式（积分理论在第四章）

2π(x) ≥ ∏
p≤x

(
1 − 1

p

)−1
= ∏

p≤x

(
1 +

1
p
+

1
p2 + · · ·

)

≥ ∑
n≤x

1
n

≥
∫ ⌊x⌋+1

1

dt
t

= ln(⌊x⌋1) > ln x,

从而不等式 π(x) > ln ln x/ ln 2 > ln ln x对任意 x ≥ 2都成立.

1896 年 Charles-Jeam de la Vallée Poussion（1866 - 1962, 比利时）和

Jacques Hadamard（1865 - 1963,法国）分别独立证明了素数定理

π(x) ∼ x
ln x

. (1.6.3)

早在 1762年, Leonhard Euler（1707 - 1783,瑞士）认为 π(x)逼近到 x/ ln x.而

在之后的 1792年, 15岁的 Carl Friedrich Gauss（1777 - 1855,德国）也做出了

同样的断言. 1798年 Adrien-Marie Legendre（1752 - 1833,法国）猜测出关于

π(x)的一个好的逼近:存在两个常数 A和 B使得

π(x) ∼ x
A ln x + B

(1.6.4)

成立，并且在之后的 1808年预测 A = 1和 B = −1.08366. Gauss是第一个写

出如下对数积分的定义

li(x) := p.v.
∫ x

0

dt
ln t

= lim
ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ x

1+ϵ

)
dt

ln t
, x ≥ 2, (1.6.5)
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这是 π(x)的一个很好的逼近.上面定义的对数积分也可重新写成

li(x) = lim
ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ 2

1+ϵ

)
dt

ln t
+ Li(x), (1.6.6)

这里

Li(x) :=
∫ x

2

dt
ln t

(1.6.7)

是一个定积分（定积分理论在第四章）. s := 2 − t

lim
ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ 2

1+ϵ

)
dt

ln t
= lim

ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0

dt
ln t

+
∫ 1−ϵ

0

ds
ln(2 − s)

)
= lim

ϵ→0+

(∫ 1

0

du
ln(1 − u)

+
∫ 1

ϵ

du
ln(1 + u)

)
=

∫ 1

0

[
1

ln(1 − u)
+

2
ln(1 + u)

]
du.

根据

lim
u→0+

u1/2
[

1
ln(1 − u)

+
1

ln(1 + u)

]
= lim

u→0+
u1/2 = 0,

我们发现上述积分（反常积分理论在第四章）是有定义的而且 li(x)对每个

x ≥ 2都是有限的.由分部积分得到

Li(x) =
x

ln x
− 2

ln 2
+
∫ x

2

dt
ln2 t

=
x

ln x
+ O

(
x

ln2 x

)
. (1.6.8)

特别地,素数定理可以重新陈述为

li(x) ∼ Li(x) ∼ x
ln x

∼ π(x), (1.6.9)

当 x → +∞时.由于

Li(x) =
x

ln x
+

x
ln2 x

− 2
ln 2

− 2
ln2 2

− 2
∫ x

2

dt
ln3 t

=
x

ln x

[
1 +

1
ln x

+ O
(

1
ln2 x

)]
我们得到

π(x) ∼ x
ln x

1
1 − 1

ln x
=

x
ln x − 1

(1.6.10)

当 x → +∞时. Pafnuty Lvovich Chebyshev（1821 - 1894,俄罗斯）证明了如

果函数 π(x)/(x/ ln x)当 x → +∞时存在极限（极限理论在第二章）,则极

限一定等于 1. 1850年, Chebyshev证明了不等式

c1
x

ln x
≤ π(x) ≤ c2

x
ln x

(1.6.11)

对任何 x ≥ 10都成立,这里

c1 := ln
21/231/351/5

301/30 ≈ 0.921292, c2 :=
6
5

c1 ≈ 1.1055.

我们把不等式 (1.6.11)称为Chebyshev不等式.
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定理1.6.3. (Erdös)对任意 x ≥ 2,我们有

3 ln 2
8

x
ln x

≤ π(x) ≤ 6 ln 2
x

ln x
. (1.6.12)

证明:首先我们来证明如下一个引理.

引理1.6.4. 令 p是一个素数且令 ep(n!)是 n!中素数分解中 p出现的次数.则

ep(n!) = ∑
k≥1

⌊
n
pk

⌋
. (1.6.13)

首先注意到 (1.6.13) 中是对有限项进行求和. 举个例子来说明这个公式.

取 p = 2和 n = 4得到

e2(4!) = e2(24) = e2(23 × 3) = 3 = 2 + 1 =

⌊
4
21

⌋
+

⌊
4
22

⌋
.

证明: 假设公式 (1.6.13)对 n成立. 对 n + 1根据素数分解定理我们可以

写成 n + 1 = pum的形式,其中 p - m.从而得到

ep((n + 1)!) = ep(n!) + u = ∑
1≤k≤u

(⌊
n
pk

⌋
+ 1
)
+ ∑

k>u

⌊
n
pk

⌋
.

但是因为⌊
n + 1

pk

⌋
=

⌊
n
pk

⌋
+ 1 若 1 ≤ k ≤ u,

⌊
n + 1

pk

⌋
=

⌊
n
pk

⌋
若 k > u,

我们证明了 (1.6.13)对 n + 1也是成立. �

继续完成定理 1.6.3的证明.如果 n > 1,则

∏
n<p≤2n

p
∣∣∣∣(2n

n

)
,
(

2n
n

)∣∣∣∣ ∏
p<2n

prp (1.6.14)

这个 rp是满足不等式 prp ≤ 2n < prp+1的唯一整数.对任意 p > 2n, p出现在

(2n
n )中的指数等于

ep

((
2n
n

))
= ep((2n)!)− 2ep(n!) = ∑

k≥1

(⌊
2n
pk

⌋
− 2

⌊
n
pk

⌋)
.

对任何 y > 0观察到

⌊2y⌋ − 2⌊y⌋ = 1, 若
k
2
≤ y <

k + 1
2

其中 k ≥ 0是某个整数.更进一步,当 k > rp时, pk > 2n,所以 ⌊2n/pk⌋ = 0和

⌊n/pk⌋ = 0对这样的 k都成立.所以

ep

((
2n
n

))
≤ ∑

1≤k≤rp

1 = rp
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成立从而推出 (1.6.14). (1.6.14)中第二个整除关系意味着(
2n
n

)
≤ (2n)π(2n).

利用二项式展开 (1 + 1)2n = ∑0≤k≤2n (
2n
k ) 和不等式 (2n

n ) ≥ (2n
k ) 对任何 k =

0, 1, · · · , 2n都成立,我们得到(
2n
n

)
>

22n

2n + 1
> 2n, n ≥ 3.

(作为数学归纳法的练习,请验真第二个不等式).结合上面两个不等式得到

2n <
22n

2n + 1
<

(
2n
n

)
< (2n)π(2n) =⇒ π(2n) >

ln 2
2

2n
ln(2n)

, n ≥ 3.

假设 x ≥ 8,令 n是满足不等式 2n ≤ x < 2n + 2的唯一正整数. 显然 n ≥ 3.

进一步我们有 2n > x − 2 ≥ 3x/4.由于函数 y 7→ y/ ln y对任意 y ≥ e是递增,

我们得到对 x ≥ 8

π(x) ≥ π(2n) ≥ ln 2
2

2n
ln(2n)

≥ ln 2
2

3x/4
ln(3x/4)

=
3 ln 2

8
x

ln x + ln 3
4
>

3 ln 2
8

x
ln x

.

这个不等式显然对 x ∈ [2, 8)也成立.

练习1.6.5. 证明不等式 (1.6.14).

接下来证明:对任意 x ≥ 2有

π(x) ≤ 6 ln 2
x

ln x
.

根据 (1.6.14)得到 Πn<p≤2n p < (1 + 1)2n = 22n且

2n ln 2 > ∑
n<p≤2n

ln p ≥ ln n[π(2n)− π(n)] = π(2n) ln n − π(n)
(

ln
n
2
+ ln 2

)
.

利用 π(n) ≤ n推出

π(2n) ln n − π(n) ln
n
2
< 2n ln 2 + π(n) ln 2 < (3 ln 2)n.

引入函数

f (n) := π(2n) ln 2;

得到不等式

f (n)− f (n/2) < (3 ln 2)n.

取 n = 2i (2 ≤ i ≤ k)得到

f (2i)− f (2i−1) < (3 ln 2)2i.
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故

π(2k+1) ln(2k) < 3 ln 2 ∑
2≤i≤k

2i + π(4) ln 2 < 3 ln 2 ∑
1≤i≤k

2i < (3 ln 2)2k+1

从而

π(2k+1) < (6 ln 2)
2k

ln(2k)
.

给定 x ≥ 2,选择正整数 k ≥ 1使得 2k ≤ x < 2k+1 成立. 若 x ≥ 4,则 k ≥ 2和

2k ≥ 4 > e.即 2k/ ln(2k) ≤ x/ ln x只要 x ≥ 4.综上所述

π(x) ≤ π(2k+1) < 6 ln 2
2k

ln(2k)
< (6 ln 2)

x
ln x

. �

Bertrand假设:

(1) 1845年Joseph Bertrand证明了只要 n ≤ 6 · 106,区间 [n, 2n]内至少有一

个素数.

(2) Bertrand猜测 (1)对任意 n ∈ Z≥1也成立.

(3) 1850年Chebyshev证明了 (2).

定理1.6.6. 对每个 n ∈ N,存在素数 p满足 n < p ≤ 2n.

证:下面证明属于Erdös.

步骤 1:对每个 n ∈ N,

∏
p≤n

p < 4n.

不失一般性,不妨假设 n ≥ 3且结论对每个 k − 1, · · · , n − 1都成立.若 n是偶

数,则

∏
p≤n

p = ∏
p≤n−1

p.

因此只要假设 n是奇数.记 n = 2m + 1并观察到

∏
m+1<p≤2m+1

p
∣∣∣∣(2m + 1

m + 1

)
,
(

2m + 1
m + 1

)
≤ 22m+1

2
= 4m.

所以

∏
p≤2m+1

p =

(
∏

p≤m+1
p

)(
∏

m+1<p≤2m+1
p

)
≤ 4m+1 · 4m = 42m+1.

步骤 2:若 n ≥ 3, p是素数且 2
3 n < p ≤ n,则

p -
(

2n
n

)
.
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实际上, p > 2
3 n ≥ 2. 因为 3p > 2n, p和 2p是 p的 ≤ 2n的唯一两个倍数. 从

而 p2 ∥ (2n)!.由于 (
2n
n

)
=

(2n)!
(n!)2 ,

推出 (2n
n )不可能是 p的倍数.

步骤 3:假设 n ≥ 4且结论对某个 n不成立（从而在区间 [n, 2n]内不存在

任何素数）.在这一步,将证明 n < 512.根据步骤 2,整除 (2n
n )的每个素数 p必

须 ≤ 2
3 n.令 pα ∥ (2n

n ).则

α ≤ rp 和 prp ≤ 2n < prp+1.

如果 α ≥ 2,则 p2 ≤ pα ≤ 2n和 p ≤
√

2n,从而

(
2n
n

)
= ∏

p|(2n
n )

p =

 ∏
p∥(2n

n ), α=1

pα

 ∏
p∥(2n

n ), α≥2

pα


≤ ∏

p≤2n/3
p · ∏

p≤
√

2n

prp ≤ 42n/3 · (2n)
√

2n.

利用 (2n
n ) ≥ 22n/(2n + 1)得到

42n/3(2n)
√

2n ≥ 4n

2n + 1
⇒ 4n/3 ≤ (2n)

√
2n+2 ⇒ ln 2

3
(2n) < (

√
2n + 2) ln(2n).

引入 y :=
√

2n,推出不等式

ln 2
3

y2 − 2(y + 2) ln y < 0.

考察函数 f (y) := ln 2
3 y2 − 2(y + 2) ln y这里 y ≥ 0.从

f ′(y) =
2 ln 2

3
y − 2 ln y − 2

y + 2
y

, f ′′(y) =
2
3

ln 2 − 2
y
+

4
y2 >

2
3

ln 2 − 2
y

,

我们看到当 y > 32时, f ′′(y) > 0. 但是 f ′(32) = 64
3 ln 2 − 2 ln(32)− 2.2 > 0,

得到 f ′(y) > 0对任何 y ≥ 32都成立. 特别地, f (y) ≥ f (32)对任何 y ≥ 32都

成立.由于

f (32) = 210 ln 2
3

− 340 × ln 2 =
1024 − 1020

3
ln 2 =

4
3

ln 2 > 0,

不等式 f (y) > 0对任意 y ≥ 32都成立.这个矛盾推出 y < 32或 n < 512.

对每个 n = 1, · · · , 511,区间 [n, 2n]总是包含一个素数. 从而步骤 3中的

假设错误. �
孪生素数猜想:
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(1) 从定理 1.6.6得到

pn+1 − pn ≤ pn. (1.6.15)

猜想1.6.7. (Gramer, 1936)证明

lim sup
n→∞

pn+1 − pn

(ln pn)2 ≤ 1. (1.6.16)

sup/inf极限之后会定义.

(2) Baker-Haman-Pintz (2001)证明了

pn+1 − pn < p0.525
n , n ≫ 1. (1.6.17)

(4) 若 p和 p + 2都是素数,称 (p, p + 2)是孪生素数对.

猜想1.6.8. (孪生素数猜想)存在无穷多个正整数 n使得 pn+1 − pn = 2. 等价

地

lim inf
n→∞

(pn+1 − pn) = 2. (1.6.18)

(4) Goldston-Pintz-Yildrim (2009-2010)证明了

lim inf
n→∞

pn+1 − pn

ln pn
= 0, lim inf

n→∞

pn+1 − pn√
ln pn(ln ln pn)2

< ∞. (1.6.19)

定理1.6.9. (张益唐, 2013)

lim inf
n→∞

(pn+1 − pn) ≤ 7 × 107. (1.6.20)

假设 b1 < · · · < bk 为一列正整数.对每个素数 p,引入

νb1,··· ,bl
(p) := # {bi (mod p) : 1 ≤ i ≤ k} . (1.6.21)

当 k = 2, (b1, b2) = (0, 2),得到

ν0,2(p) = #{0 (mod p), 2 (mod p)} =

{
1, p = 2,

2, p ≥ 3.
=⇒ ν0,2(p) < p.

猜想1.6.10. (Dickson, 1904)若 νb1,··· ,bk
(p) < p对所有素数 p都成立,则存在

无穷多个正整数 n使得 n + b1, · · · , n + bk 都是素数.

显然猜想 1.6.10可推出猜想 1.6.8.

猜想1.6.11. (Hardy-Littlewood, 1923)对任意 x, y ≥ 1,证明

π(x + y) ≤ π(x) + π(y). (1.6.22)

Hensley-Richards (1972)证明了猜想 1.6.10和猜想 1.6.11是不相容的. 人

们相信猜想 1.6.10是对的,而猜想 1.6.11是错误的.
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§1.6.3 超越数 π和 e

接下来我们会证明

e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
= ∑

k≥0

1
k!

,

π2

6
= ∑

n≥1

1
n2 , (1.6.23)

n! ∼ nne−n
√

2πn, n → ∞. (Stirling)

§1.6.4 度量空间

考察 n维 Euclidean空间 Rn,通常的距离函数 dRn 定义为

dRn(x, y) :=

(
∑

1≤i≤n
(xi − yi)2

)1/2

, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

在中学时期我们知道

• dRn(x, y) ≥ 0且 dRn(x, y) = 0当且仅当 x = y,

• dRn(x, y) = dRn(y, x),

• dRn(x, z) ≤ dRn(x, y) + dRn(y, z).

定义1.6.12. 度量空间是指二元组 (X, d),其中 X是非空集合, d是 X上的度量.

换句话说,映射 d : X × X → R := R ∪ {∞}满足

(1) (非负性) d(x, y) ≥ 0且 d(x, y) = d(y, x),

(2) (对称性) d(x, y) = d(y, x),

(3) (三角不等式) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

称 d是有限的如果 d的像集包含在 R内.

任意度量空间诱导出某个集合上的有限度量.实际上,假设 (X, d)是度量

空间,取一点 x ∈ X.定义

[x]d := {y ∈ X : d(x, y) ̸= ∞}.

则 y ∈ [x]d ⇔ y ∼d x是等价关系.从而 d是 [x]d上的有限度量.

定义1.6.13. 度量空间之间的映射 f : (X, dX) → (Y, dY)称为距离保持的若

dY( f (x1), f (x2)) = dX(x1, x2), x1, x2 ∈ X. (1.6.24)

距离保持的双射称为等距映射, 两个度量空间是等距的如果它们之间存在一

个等距映射.
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例1.6.14. (1)在任意非空集合 X上,可以定义平凡度量

dR(x, y) :=

{
0, x = y,

1 x ̸= y.
(1.6.25)

(2)令 X = R.存在两个有用的距离:

d(x, y) := |x − y|, dln(x, y) := ln(1 + |x − y|). (1.6.26)

第二个距离会出现在微分几何和复代数几何中.

(3)任给两个距离空间 (X, dX)和 (Y, dY),定义 X × Y上的乘积度量为

dX×Y((x1, y1), (x2, y2)) := (dX(x1, x2) + dY(y1, y2))
1/2 . (1.6.27)

(4) X = Rn:

dRn(x, y) :=

(
∑

1≤i≤n
(xi − yi)2

)1/2

.

(5)给定距离空间 (X, d)和常数 λ > 0,定义

dλ(x, y) := λd(x, y). (1.6.28)

(6)若 (X, d)是度量空间且 Y ⊆ X是子集,则 (Y, dY := d|X)本身也是度
量空间.

假设 (X, d)是度量空间.

(1) (xn)n∈N 称为Cauchy数列如果 d(xn, xm) → 0当 n, m → ∞. 即, ∀ ϵ > 0,

∃ n0 ∈ N使得 d(xn, xm) < ϵ对任意 n, m ≥ n0都成立.

(2) 度量空间 (X, d)是完备的如果任意的 Cauchy数列都有位于 X内的极限.

显然极限存在必唯一.

(3) (R \ 0, dR|R\0)是不完备的.

(4) 对 δ > 0,定义 A ⊆ X的δ-领域为

Aδ := {x ∈ X : d(x, A) < δ}

其中 d(x, A) := inf{d(x, a) : a ∈ A}.

(5) 两个集合 A, B ⊆ X间的Hausdorff距离定义为

dX
H(A, B) := inf{δ > 0 : A ⊆ Bδ 且 B ⊆ Aδ}. (1.6.29)
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两个度量空间 (X, dX)和 (Y, dY)间的Gromov-Hausdorff距离定义为

dGH((X, dX), (Y, dY)) := inf

dZ
H( f (X), g(Y)) :

(Z, dZ)度量空间且

f : X ↪→ Z, g : Y ↪→ Z

等距嵌入

 ,

(1.6.30)

这里等距嵌入是指 (X, dX) → ( f (X), dZ| f (X))和 (Y, dY) → (g(Y), dZ|g(Y))都
是等距映射.

一列度量空间 {(Xn, dn)}n≥1在Gromov-Hausdorff意义下收敛到度量空

间 (X, d),记作 (Xn, dn) →GH (X, d),如果

lim
n→∞

dGH((xn, dn), (X, d)) = 0. (1.6.31)

比如,一列半径趋于 0的 R3 中的圆柱体在 Gromov-Hausdorff意义下收

敛到 R3中的一条直线.

这个概念主要用来研究和处理 “奇异空间”, 特别的是在研究 Ricci 流中

（Hamilton 最早引入该流来研究Poincaré 猜想, 即任何简单闭三维流形同胚

于 S3）. Poincaré猜想最后被 Perelman解决,当然很多数学家补全了详细的

证明.

§1.6.5 泛函

考察函数

f (x) := x2, x ∈ R.

易证 f 连续, minx∈R f (x) = f (0) = 0,且 f ′(0) = 0.

令 X表示 R上所有函数构成的集合并考虑映射

F : X −→ R, f 7−→ f (0)2.

显然min f∈X F ( f ) = F (0) = 0.

问题:如何定义F 的 “导数”?

定义1.6.15. (R上的)向量空间是集合 X,里面元素用 x, y, z, · · · (称为向量)来

表示,上附带加法 (+)和乘法 (·)两种运算,并满足性质

(1) x + y ∈ X, ∀ x, y ∈ X,

(2) a ∈ R, x ∈ X =⇒ a · x ∈ X,

(3) x, y ∈ X =⇒ x + y = y + x,

(4) x, y, z ∈ X =⇒ (x + y) + z = x + (y + z),
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(5) ∃ 0 ∈ X (zero vector)使得 x + 0 = x, ∀ x ∈ X,

(6) ∀x ∈ X, ∃ − x ∈ X使得 x + (−x) = 0,

(7) ∀ a, b ∈ R, ∀ x ∈ X =⇒ a · (b · x) = (ab) · x,

(8) ∀ a ∈ R, ∀x, y ∈ X =⇒ a · (x + y) = a · x + a · y,

(9) ∀a, b ∈ R, ∀x ∈ X =⇒ (a + b) · x = a · x + b · x,

(10) ∀x ∈ X, 1 · x = x.

换句话说, (X,+, ·) 是向量空间如果 (X,+) 是 Abelian 群且 (X,+, ·) 是左 R-

模.

例1.6.16. (1) Rn是向量空间.

(2)任给区间 I ⊂ R,定义

X := {I上的实值函数}.

令

(ϕ + ψ)(x) := ϕ(x) + ψ(x), (a · ϕ)(x) := a · ϕ(x).

则 (X,+, ·)是向量空间.

(3)令

X′ := { f ∈ X : f (0)− f (1) = 1}

这里 X是 (2)中的向量空间（取 I = [0, 1]）.则 (X′,+, ·)不是向量空间 (提示:

考虑函数 f (x) = 1 − x和 g(x) = 1 − x2).

定义1.6.17. X上的泛函F 是向量空间 X到 R的映射.

例1.6.18. (泛函的例子) (1) F (x) := (x2)2 − (x1)2 for x = (x1, x2) ∈ R2.

(2) X = C[0, π/2]定义为 [0, π/2]上连续函数构成的向量空间,令

F (ϕ) :=
∫ π/2

0

[
2ϕ(x)3 + 9(sin x)ϕ(x)2 + 12(sin2 x)ϕ(x)− cos x

]
dx.

(3) X = R2, and

F (x) :=


xy2

x2+y4 , x ̸= 0,

0, x = 0.

定义1.6.19. 给定泛函F : X → R. F 在 x ∈ D ⊆ X的Gâteaux变分定义为

aF (x; h) := lim
ϵ→0

F (x + ϵh)−F (x)
ϵ

. (1.6.32)
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例1.6.20. (1) F (x) := (x2)2 − (x1)2 for x = (x1, x2),

aF (x; h) = lim
ϵ→0

[(x2 + ϵh2)2 − (x1 + ϵh1)2]− (x2)2 − (x1)2

ϵ
= 2(x2h2 − x1h1).

(2)取例 1.6.18 (2)中的F ,则

aF (ϕ; ϕ) =
∫ π/2

0

[
6ϕ(x)2ψ(x) + 18 sin xϕ(x)ψ(x) + 12 sin2 xψ(x)

]
dx.

(3)取例 1.6.18 (3)中的F ,则

aF (0; h) =

{
(h2)2/(h1)2, h1 ̸= 0,

0, h1 = 0.
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第二章 极限理论 I:数列极限

圣人亦是学知,众人亦是生知.—-《传习录》理学编卷二

§2.1 收敛数列

假设 f : N → R是一个函数.它的像集是由一些离散的点所构成:

f (0), f (1), f (2), f (3), · · · .

方便期间,我们记作 {an}n∈N 并称为一个数列. 一般地,一个数列就是某个函

数 f : N → R的像集.

§2.1.1 定义

定义2.1.1. 给定一个数列 {an}n∈N ⊂ R.

(1) a ∈ R称为 {an}n∈N的极限,如果 ∀ ϵ > 0, ∃ N ∈ N使得

|an − a| < ϵ

对任意 n > N都成立.此时我们记作 limn→∞ an = a或 an → a.

之后我们会证明数列 {an}n∈N的极限若存在必唯一.

(2) 数列 {an}n∈N 收敛如果存在 a ∈ R使得 an → a. 否则的话,我们称数列

{an}n∈N发散.

在上述定义中,我们要注意 “2”个 ∀和 “1”个 ∃: ϵ是任意的正数,但是一

旦找到便是固定的数了. 在证明极限时候, 目标是去寻找 “N”使得不等式对

任意的 n > N都成立.

在几乎所有求极限中, N是 ϵ（和 a）的函数,并随着 ϵ的变小而变大.

在上述定义中, “2”个 <其实可以改为 ≤,这个修改不影响定义本身. 另

外, < ϵ可以改为 < 10ϵ, ≤ 13ϵ等,原因在于 ϵ本身是任意的.

§2.1.2 例子

这一小节我们来练习 “ϵ − N”语言.

例2.1.2. (1) |q| < 1 =⇒ limn→∞ qn = 0.

(2) limn→∞(
√

n + 1 −
√

n) = 0.

(3) a ≥ 1 =⇒ limn→∞
n
√

a = 1.

(4) limn→∞
n
√

n = 1.

43
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证: (1)如果 q = 0,每个 qn均为零.从而我们可以假设 0 < |q| < 1.此时

|qn − 0| < ϵ ⇐⇒ |q|n < ϵ ⇐⇒ n >
ln ϵ

ln |q| .

那么, ∀ ϵ > 0, ∃ N = ⌊ln ϵ/ ln |q|⌋+ 1使得

|qn − 0| < ϵ 只要 n > N.

(2)观察到

√
n + 1 −

√
n =

(n + 1)− n√
n + 1 +

√
n
=

1√
n + 1 +

√
n
<

1
2
√

n
.

我们可以取 N = ⌊1/4ϵ2⌋+ 1.

(3)不失一般性,假设 a > 1. 因此 n
√

a > 1且可写成 n
√

a = 1 + yn. 由于

yn > 0得到

a = (1 + yn) = 1 + nyn +
n(n − 1)

2
y2

n + · · ·+ yn
n > 1 + nyn.

上述不等式可重新写成

| n
√

a − 1| = |yn| <
a − 1

n
−→ 0.

这样我们找到 N只要 N > (a − 1)/ϵ.

(4)类似 (3),令 n
√

n = 1 + yn,其中 yn > 0.同理得到

n = (1 + yn)
n = 1 + nyn +

n(n − 1)
2

y2
n + · · ·+ yn

n > 1 +
n(n − 1)

2
y2

n.

和 (3)唯一区别是,在这里二项式展开中我们取第一项和第三项.原因是右边

已经出现了 n,如果在二项式展开中我们只取前面两项,那么很明显 yn的绝对

值被 (n − 1)/n所控制.但是 (n − 1)/n不可能趋于零.最后得到

∣∣ n
√

n − 1
∣∣ = |yn| <

√
2

n − 1
−→ 0.

这里只要 N > 1 + 2/ϵ2. �
假设 {an}n∈N发散.即对 ∀ a ∈ R,都有 an 9 a.归纳为

an 9 a ⇐⇒ ∃ ϵ0 > 0, ∀ N ∈ N, ∃ n0 > N使得 |an0 − a| ≥ ϵ0.

例2.1.3. (1)证明数列 {(−1)n−1}n≥1发散.

(2)证明数列 {sin n}n≥1发散.

证: (1)首先证明 (−1)n−1 9 1. ∃ ϵ0 = 1, ∀ N ∈ N, ∃ n0 = 2N > N满足

|an0 − a| = |(−1)n−1 − 1| = | − 2| = 2 > 1 = ϵ0.
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接下来对任意 a ̸= 1,证明 (−1)n−1 9 a. ϵ ϵ0 = |a − 1|/2, ∀ N ∈ N, ϵ n0 =

2N + 1满足 |an0 − a| = |1 − a| > ϵ0.

(2)由于 | sin n| ≤ 1, 我们只要证明 ∀ A ∈ [−1, 1], sin n 9 A. 不失一般

性,假设 0 ≤ A ≤ 1. ∃ ϵ0 =
√

2/2, ∀ N ∈ N, ∃ n0 = ⌊(2Nπ − π
2 ) +

π
4 ⌋满足

sin n0 < −
√

2/2且 | sin n0 − A| ≥
√

2/2 = ϵ0. �

注2.1.4. (1)例 2.1.2告诉我们

lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 ; lim
n→∞

an 存在.

(2)例 2.1.3告诉我们

{an}n∈N有界 ; lim
n→∞

an 存在.

例2.1.5. 如果 limn→∞ an = a则

lim
n→∞

a1 + · · ·+ an

n
= a.

证: ∀ ϵ > 0, ∃ N0 ∈ N使得 |an − a| < ϵ/2对任意 n > N0都成立.注意到∣∣∣∣ a1 + · · ·+ an

n
− a
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a1 + · · ·+ an − na
n

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ a1 + · · ·+ aN0 − N0a
n

+
(aN0+1 − a) + · · ·+ (aN − a)

n

∣∣∣∣
≤

|a1 + · · ·+ aN0 − N0a|
n

+
|aN0+1 − a|+ · · ·+ |an − a|

n

≤ n − N0

n
ϵ

2
+

|a1 + · · ·+ aN0 − N0a|
n

.

只要取

N > max
{

N0,
|a1 + · · ·+ aN0 − N0a|

ϵ/2

}
.

我们得到 ∣∣∣∣ a1 + · · ·+ an

n
− a
∣∣∣∣ < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ. �

例2.1.6. 任意实数都是某个有理数列的极限.

证:任给一个实数 a ∈ R.定义 an := ⌊na⌋/n.因为

na − 1 < ⌊na⌋ ≤ na,

我们得到

a − 1
n
<

⌊na⌋
n

< a

或者

|an − a| =
∣∣∣∣ ⌊na⌋

n
− a
∣∣∣∣ < 1

n
−→ 0. �
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例2.1.7. a ∈ R =⇒ limn→∞ an/n! = 0.

证:由于 a ∈ R是一个给定的实数,可以找到 N0 ∈ N使得 |a| ≤ N0成立.

观察到下面的不等式∣∣∣∣ an

n!
− 0
∣∣∣∣ = |a|n

n!
=

|a|N0

N0!
× |a|

N0 + 1
× · · · × |a|

n
≤ |a|N0

N0!
× |a|

n
(n ≥ N0).

∀ ϵ > 0, ∃N > max{N0, |a|N0+1/N0!ϵ}, ∀ n > N,有 |an/n! − 0| < ϵ成立. �

例2.1.8. 证明 limn→∞
3n2

n2−3 = 3.

证:根据极限定义考虑∣∣∣∣ 3n2

n2 − 3
− 3
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 9

n2 − 3

∣∣∣∣ = 9
|n2 − 3

| = 9
(n +

√
3)(n −

√
3)

<
9
n

只要 n ≥ 3.因此当 n > 9/ϵ时候,得到 |3n2/(n2 − 3)− 3| < ϵ. �

例2.1.9. limn→∞
3
√

n+1
2
√

n−1 = 3
2 .

证:只要注意到∣∣∣∣3√n + 1
2
√

n − 1
− 3

2

∣∣∣∣ = 3
4
√

n − 2
≤ 5

4
√

n − 2
√

n
=

5
2
√

n
<

3√
n

. �

例2.1.10. 如果 an := 0.3 · · · 3（n个 3）证明 limn→∞ an = 0.3̇ = 1
3 .

证:只要注意到

|an − 0.3̇| =

∣∣∣∣∣∣0. 33 · · · 33︸ ︷︷ ︸
n

−0. 33 · · · 33︸ ︷︷ ︸
n

33 · · ·

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣0. 00 · · · 00︸ ︷︷ ︸

n

33 · · ·

∣∣∣∣∣∣
< 0. 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1 =
1

10n . �

§2.2 收敛数列的性质

收敛数列的基本性质有唯一性、有界性、保号性等.

§2.2.1 基本性质

在定义2.1.1中我们留下了一个没有给出证明的断言,即数列极限存在必

唯一.在这小节我们给出这个断言的证明.

定理2.2.1. (1)（唯一性）an → a, an → b =⇒ a = b.

(2)（有界性）{an}n≥1收敛 =⇒ {an}n≥1有界.

(3)（保序性）an → a, bn → b, a < b =⇒ ∃N ∈ N使得 an < bn 对任意

∀n ≥ N都成立.
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(4) an → a, b < a < c =⇒ ∃N ∈ N使得 b < an < c对任意 ∀n > N都成

立.

(5)（保号性）an → a, bn → b, an ≤ bn (∀n > N) =⇒ a ≤ b.

(6) an → a =⇒ |an| → |a|.

证: (1)任给 ϵ > 0, ∃N1, N2 ∈ N使得

|an − a| < ϵ (∀n > N1) 和 |bn − b| < ϵ (∀n > N2)

都成立.从而

|a − b| ≤ |an − b + |an − a| < 2ϵ (∀n > max(N1, N2)).

根据 ϵ的任意性,我们必须有 a = b成立.

(2)取 ϵ = 1, ∃N1 ∈ N使得 a − 1 < an < a + 1对任何 ∀n > N1 都成立.

因此 ∀n ≥ 1,

min{a1, · · · , aN , a − 1} ≤ an ≤ max{a1, · · · , aN , a + 1}.

(3)取 ϵ = b−a
2 > 0, ∃N1, N2 ∈ N使得

|an − a| < b − a
2

(n > N1) 和 |bn − b| < b − a
2

(n > N2)

都成立.从而

an <
b − a

2
+ a =

b + a
2

< bn (n > max(N1, N2)).

(4)在 (3)中令 bn ≡ b,我们可以找到 N ∈ N使得 b = bn < an (n > N)成

立.

(5)若 limn→∞ bn = b < a = limn→∞ an成立,则根据 (3)我们得到 bn < an

对所有 n > N都成立.

(6) an → a意味着 ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N使得 |an − a| < ϵ对任意 n > N都成

立.从而 ||an| − |a|| ≤ |an − a| < ϵ. �

注2.2.2. (1) {an}n≥1有界; {an}n≥1收敛.

(2) an → a, bn → b, an < bn ; a < b. 比如, an = 1/n, bn = 2/n, 但是

a = b = 0.

(3) {|an|}n≥1收敛; {an}n≥1收敛.比如 an = (−1)n−1.

定理2.2.3. （夹逼定理）如果不等式 xn ≤ yn ≤ zn 对所有 n ≥ N0 都成立,且

limn→∞ xn = limn→∞ zn = a,则 limn→∞ yn = a.
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证: ∀ϵ > 0, ∃N1, N2 ∈ N使得

|xn − a| < ϵ, |zn − a| < ϵ

成立.从而

a − ϵ < xn ≤ yn ≤ zn < a + ϵ

对任意 n > max(N0, N1, N2)都成立.故 yn → a. �

例2.2.4. (1) a1, · · · , ak > 0 =⇒

lim
n→∞

n
√

an
1 + · · ·+ an

k = max{a1, · · · , ak}. (2.2.1)

(2)证明

lim
n→∞

1 + n
√

2 + · · ·+ n
√

n
n

= 1. (2.2.2)

(3)求极限

lim
n→+∞

(2n − 1)!!
(2n)!!

.

证: (1)不失一般性,假设max{a1, · · · , ak} = a1.则得到

a1 < n
√

an
1 + · · ·+ an

k ≤ n
√

kan
1 = (

n√k)a1 → a1.

最后一步利用了例2.1.2 (3).

(2)实际上有下列不等式

1 + 1 + · · ·+ 1
n

≤ 1 + n
√

2 + · · ·+ n
√

n
n

≤
n
√

n + · · ·+ n
√

n
n

从而推出 1 ≤ (1 + n
√

2 + · · ·+ n
√

n)/n ≤ n
√

n → 1.最后一步利用例2.1.2 (4).

(3)回忆下阶乘:

n! = 1 × 2 × 3 · · · × n,

(2n)!! = 2 × 4 × 6 × · · · × 2n,

(2n − 1)!! = 1 × 3 × 5 × · · · × (2n − 1),

(2n)! = (2n)!! · (2n − 1)!!.

对每个 k ∈ N有
2k − 1

2k
<

2k
2k + 1

成立.

(2n − 1)!!
(2n)!!

= ∏
1≤k≤n

2k − 1
2k

< ∏
1≤k≤n

2k
2k + 1

=
2 × 4 × 6 × · · · × 2n

3 × 5 × · · · × (2n + 1)
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=
1

1×3×5×···×(2n−1)
2×4×6×···×2n

× 1
2n + 1

=
1

(2n−1)!!
(2n)!!

× 1
2n + 1

推出
(2n − 1)!!
(2n)!!

<
1√

2n + 1
.

从而极限为 0. �

§2.2.2 收敛数列的代数运算/四则运算

假设给定两个数列 {an}n≥1和 {bn}n≥1,我们可以很自然地问数列 an ± bn,

anbn, an/bn（对充分大的 n有 bn ̸= 0）的收敛性.

定理2.2.5. 假设 an → a, bn → b, α, β ∈ R.那么有

αan ± βbn → αa ± βb, anbn → ab,
an

bn
→ a

b
(b ̸= 0). (2.2.3)

证: (1) bb → b推出 −bn → −b.故只要证明 αan + βbn → αa + βb即可.但

这个极限可有下列不等式给出

0 ≤ |(αan + βbn)− (αa + βb)| ≤ |α||an − a|+ |β||bn − b| → 0.

(2) {an}, {bn} 都收敛推出存在两个正数 M1, M2 使得 =⇒ |an| ≤ M1 和

|bn| ≤ M2成立.下列计算

0 ≤ |anbn − ab| = |an(bn − b) + (an − a)b| ≤ M1|bn − b|+ M2|an − a| → 0

得到 anbn → ab.

(3) bn → b =⇒ |bn| → |b|. 根据假设条件 |b| > 0,由定理2.2.1 (3)得到不

等式 |bn| > |b|/2对充分大的 n成立.下列计算

0 ≤
∣∣∣∣ an

bn
− a

b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b(an − a)− a(bn − b)
bnb

∣∣∣∣
≤ |b||an − a|+ |a||bn − b|

|bn||b|
≤ 2

|b|2 (|b||an − a|+ |a||bn − b|) → 0

得到 an/bn → a/b. �

注2.2.6. (1) limn→∞(an + bn)存在; limn→∞ an 存在或 limn→∞ bn 存在. 比如,

an = (−1)n−1, bn = (−1)n.

(2) limn→∞ anbn存在; limn→∞ an存在或 limn→∞ bn存在. For比如, an =

bn = (−1)n−1.

(3) limn→∞ an/bn 存在; limn→∞ an 存在或 limn→∞ bn 存在. 比如, an =

(−1)n, bn = n.
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例2.2.7. (1)对所有 a > 0证明

lim
n→∞

n
√

a = 1. (2.2.4)

(2)对所有 q > 1证明

lim
n→∞

logq n

n
= 0. (2.2.5)

(3)证明

lim
n→∞

1
n
√

n!
= 0.

证: (1)例2.1.2推出 (2.2.4)对所有 a ≥ 1都成立.当 0 < a < 1时,有

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

1
n
√

1
a

=
1
1
= 1.

(2)实际上根据 q > 1得到

lim
n→∞

n
√

n = 1 < qϵ =⇒ n
√

n < qϵ (∀n > N).

故只要
logq n

n
< ϵ (∀n > N) =⇒

logq n

n
→ 0.

(3)令 an = 1/ n
√

n!.因为 n! = 1 × 2 × · · · × n得到

(n!)2 = (1 × 2 × · · · × n)× [n × (n − 1)× · · · × 2 × 1]

= [1 × n][2 × (n − 1)] · · · [k × (n − k + 1)]× · · · × [n × 1].

对任意 1 ≤ k ≤ n有不等式 (k − 1)(n − k) ≥ 0成立,从而 k(n − k + 1) ≥ n成

立.带入上述恒等式得到

(n!)2 ≥ nn =⇒ n! ≥ nn/2 =⇒ n√n! ≥
√

n.

这表明 an ≤ 1/
√

n从而推出 limn→∞ an = 0. �

§2.2.3 无穷小和无穷大数列

根据之前内容知道若极限 limn→∞ an = a存在,则数列 bn := an − a的极

限也存在且满足 limn→∞ bn = 0.由此可以引入如下概念.

数列 {an}n≥1称为无穷小,如果 limn→∞ an = 0或者 an → 0. 即无穷小数

列就是极限为 0的数列.

(1) an → a ⇐⇒ an − a → 0 ⇐⇒ an = a + αn且 αn → 0.

(2) an → 0 ⇐⇒ |an| → 0.

(3) an → 0, bn → 0 =⇒ an + bn, an − bn, anbn → 0.
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(4) an → 0, bn → 0 ; an/bn → 0.比如,{
an = 1

n ,

bn = 1
n ,

an

bn
≡ 1,

{
an = 1

n ,

bn = 1
n2 ,

an

bn
= n,

{
an = 1

n2 ,

bn = 1
n ,

an

bn
=

1
n

.

(5) an → 0, |bn| ≤ M =⇒ anbn → 0.

在平面上考察以 (0, 1)为圆心 1为半径的圆 C. 显然 C 和 x 轴交于原点

(0, 0). 取点 P = (0, 2),这是 C和 y轴的交点. 任取 x轴上的点 Q,作直线 PQ

交 C于 R点.随着点 Q跑遍整个 x轴,我们发现点 R跑遍整个圆 C除了 P点.

因此可以想象

R ∪ {∞} ⇐⇒ C ⇐⇒ S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

这种观点很自然的把 ∞点等同于 (0, 2)点.

数列 {an}n≥1称为无穷大,若 ∀C > 0, ∃N ∈ N使得

|an| ≥ C 对任何 n > N

都成立.

记号: limn→∞ an = ∞或 an → ∞.

(1) 定义
limn→∞ an = +∞

或 an → +∞
⇐⇒

{an}n≥1是无穷大数列

且 an > 0 (∀n ≥ N0).

(2) 定义
limn→∞ an = −∞

或 an → −∞
⇐⇒

{an}n≥1是无穷大数列

且 an < 0 (∀n ≥ N0).

(3) an → +∞ or an → −∞ =⇒ an → ∞. 但是反之不一定对, 比如 an =

(−1)nn.

(4) an, bn → ±∞ =⇒ an + bn → ±∞.

(5) an → ±∞, bn → ∓∞ =⇒ an − bn → ±∞.

(6) an → ∞, |bn| ≥ M > 0 =⇒ anbn → ∞.

(7) an, bn → ±∞ =⇒ anbn → ±∞.

(8) an → ±∞, bn → ∓∞ =⇒ anbn → −∞.

(9) an → 0, an ̸= 0 =⇒ 1/an → ∞.
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例2.2.8. (1) |q| > 1 =⇒ qn → ∞.实际上,

|qn| = |q|n ≥ |q|
ln C
ln |q| = C

只要 n ≥ N > ln C/ ln |q|.
(2) an := ∑1≤k≤n 1/(

√
n +

√
k) → +∞.实际上,

an >
n

2
√

n
=

√
n

2
→ +∞.

(3)令

an :=
x0nk + x1nk−1 + · · ·+ xk−1n + xk

y0nℓ + y1nℓ−1 + · · ·+ yℓ−1n + yℓ
, (k, ℓ ∈ N, x0y0 ̸= 0).

由于

an = nk−ℓ
x0 +

x1
n + · · ·+ xk−1

nk−1 +
xk
nk

y0 +
y1
n + · · ·+ yℓ−1

nℓ−1 +
yℓ
nℓ

,

得到

lim
n→∞

an =


0, k < ℓ,

x0/y0, k = ℓ,

∞, k > ℓ.

(4) an = n
√

n! → +∞.观察到

(n!)2 = (1 · n)[2 · (n − 1)] · · · [k(n − k)] · (n · 1) = ∏
1≤k≤n

[k(n − k + 1)] ≥ n2

这是因为不等式 (k − 1)(n − k) ≥ 0 (1 ≤ k ≤ n)可推出 k(n − k + 1) ≥ n成立.

§2.2.4 Stolz定理

这个定理主要是来处理 “∞/∞” 型或 “0/0” 型极限. 假设数列 an → 0,

bn → 0都是无穷小,那么定理2.2.5中最后一个结论（即数列的商）就不一定

成立. 如果数列 an → ∞, bn → ∞都是无穷大,我们可以把商 an/bn 转化成两

个无穷小数列的商:
an

bn
=

1/bn

1/an

这里 1/bn → 0和 1/an → 0是无穷小数列.

因此 “∞/∞”型或 “0/0”型极限本质上是一回事情.但是针对这两种情形

Stolz定理的内容还是有一些细微的差异.

定理2.2.9. (Stolz定理 I: “∞/∞”型)给定两个数列 {xn}n≥1和 {yn}n≥1.如果

yn < yn+1, yn → +∞, 和 lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= a (是实数或 ± ∞),

那么有

lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= a. (2.2.6)
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证:情形 1: a = 0. ∀ϵ > 0, ∃N1 ∈ N使得

|xn − xn−1| < ϵ(yn − yn−1), ∀ n > N1.

特别地,得到 ∣∣∣∣ xn

yn
− xn−1

yn

∣∣∣∣ < ϵ

(
1 − yn−1

yn

)
.

上述不等式中, xn/yn 是我们希望的, 但是其余项都不是我们希望的. 为了舍

去这些额外项,当 n > N1利用三角不等式得到

|xn − xN1 | ≤ ∑
N1+1≤i≤n

|xi − xi−1| ≤ ∑
N1+1≤i≤n

ϵ(yi − yi−1) = ϵ(yn − yN1);

即 ∣∣∣∣ xn

yn
−

xN1

yn

∣∣∣∣ ≤ ϵ

(
1 −

yN1

yn

)
< ϵ.

但是 yn → +∞, ∃N2 ∈ N使得 |xN1 /yn| < ϵ对任意 n > N2都成立.最后把这

些带入得到 ∣∣∣∣ xn

yn

∣∣∣∣ ≤ ϵ + ϵ = 2ϵ

只要 n > N = max{N1, N2}.

情形 2: a ̸= 0.基本想法是构造新的数列把情形 2归结到情形 1,从而可应

用情形 1的结果.令

x̃n := xn − ayn.

简单计算得到

x̃n − x̃n−1

yn − yn−1
=

(xn − ayn)− (xn−1 − ayn−1)

yn − yn−1
=

xn − xn−1

yn − yn−1
− a → 0.

根据情形 1的结论得到 x̃n/yn → 0或 xn/y0 → a.

情形 3: a = +∞. ∃N1 ∈ N使得 xn − xn−1 > yn − yn−1 > 0 (∀n > N1)成

立.更进一步

xn − xN1 = ∑
N1+i≤i≤n

(xi − xi−1) > ∑
N1+1≤i≤n

(yi − yi−1) = yn − yN1 .

让 n → +∞得到 xn → +∞.根据情形 1,

lim
n→∞

yn

xn
= lim

n→∞

yn − yn−1

xn − xn−1
=

1
+∞

= 0.

情形 4: a = −∞.观察到

xn − xn−1

yn − yn−1
→ −∞ ⇐⇒ (−xn)− (−xn−1)

yn − yn−1
→ +∞.
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此时可应用情形 3的结论得到. �

实际应用中,如果商 an = xn/yn 中分母 yn 单调递增且趋于 +∞,那么我

们马上想到是不是可以应用定理2.2.9.如果真的要应用这个定理,还需要保证

另一个条件

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= a

是否存在.

定理2.2.10. (Stolz定理 II: “0/0”型)给定两个数列 {xn}n≥1和 {yn}n≥1.如果

xn → 0, yn > yn+1, yn → 0, 和 lim
n→∞

xn − xn+1

yn − yn+1
= a (是实数或 ± ∞)

那么有

lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

xn − xn+1

yn − yn+1
= a. (2.2.7)

证:情形 1: a ∈ R. ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N使得

a − ϵ <
xn − xn+1

yn − yn+
< a + ϵ, ∀n > N,

成立,或

(a − ϵ)(yn − yn+1) < xn − xn+1 < (a + ϵ)(yn − yn+1), ∀n > N.

特别地,

(a − ϵ)(yn − yn+p) < xn − xn+p < (a + ϵ)(yn − yn+p), ∀n > N and p ≥ 1.

令 p → +∞得到

(a − ϵ)yn ≤ xn ≤ (a + ϵ)yn =⇒
∣∣∣∣ xn

yn
− a
∣∣∣∣ ≤ ϵ.

情形 2: a = +∞. 给定 C > 0, ∃N ∈ N使得 xn − xn+1 > C(yn − yn+1)成

立 =⇒ xn − xn+p > C(yn − yn+p)对 ∀n > N和 p ≥ 1也成立. 让 p → +∞得

到 xn/yn ≥ C.

情形 3: a = −∞.此时证明和定理2.2.9情形 4的证明类同. �

请注意定理2.2.10和定理2.2.9中假设条件的细微差别.

例2.2.11. (1) an → a =⇒

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan

n2 =
a
2

.

(2) limn→∞ an = a或 ±∞ =⇒ limn→∞
1
n (a1 + · · ·+ an) = a.
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(3) limn→∞(an+1 − an) = ℓ =⇒求 limn→∞ an/n和 limn→∞
1

n2 ∑1≤i≤n ai.

(4) an ≤ an+1, limn→∞
1
n (a1 + · · ·+ an) = a =⇒ limn→∞ an = a.

(5) an = sn − sn−1, σn = 1
n+1 (s0 + · · ·+ sn), nan → 0, σn 收敛 =⇒ sn 也收

敛且

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

σn.

证: (1)令 yn := a1 + 2a2 + · · ·+ nan和 yn := n2.根据定理2.2.9,

lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

nan

n2 − (n − 1)2 = lim
n→∞

nan

2n − 1
=

a
2

.

(2)令 xn = a1 + · · ·+ an和 yn.则

lim
n→∞

a1 + · · ·+ an

n
= lim

n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞
an = a.

(3)令 xn := an 和 yn = n.则

lim
n→∞

xn

yn
= lim

n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

an − an−1

n − (n − 1)
= lim

n→∞
(an − an−1) = ℓ.

对第二个极限,令 x′n := a1 + · · ·+ an和 y′n = n2.从而

lim
n→∞

x′n
y′n

= lim
n→∞

x′n − x′n−1
y′n − y′n−1

= lim
n→∞

an

n2 − (n − 1)2 = lim
n→∞

an

2n − 1
=

ℓ

2
.

(4)由 an ≤ an+1得到 σn := 1
n (a1 + · · ·+ an) ≤ nan/n = an. 另一方面,对

所有 m > n,

σm =
1
m

(
∑

1≤i≤n
ai + ∑

n+1≤i≤m
ai

)
≥ 1

m ∑
1≤i≤n

ai +
m − n

m
an.

根据夹逼定理得到 an → a.

(5)观察到

sn − σn =
1

n + 1 ∑
1≤i≤n

iai.

故

lim
n→∞

1
n + 1 ∑

1≤i≤n
iai = lim

n→∞

∑1≤i≤n iai − ∑1≤i≤n−1 iai

(n + 1)− n
= lim

n→∞
nan = 0. �

(6)根据 (3),知道 an → a =⇒ 1
n (a1 + · · ·+ an) → a. 但是,反之不一定成

立.比如数列 {(−1)n}n≥1.

例2.2.12. (1) k ∈ Z+ =⇒

lim
n→∞

n

(
1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1 − 1
k + 1

)
=

1
2

.
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(2) limn→∞ n(an − a) = b, k ∈ Z+ =⇒

lim
n→∞

n

(
a1 + 2ka2 + · · ·+ nkan

nk+1 − a
k + 1

)
=

b
k
+

a
2

.

证: (1)利用定理2.2.9得到

lim
n→∞

n

(
1k + · · ·+ nk

nk+1 − 1
k + 1

)
= lim

n→∞

(k + 1)(1k + · · ·+ nk)− nk+1

(k + 1)nk

= lim
n→∞

[(k + 1)(1k + · · ·+ nk)− nk+1]− [(k + 1)(1k + · · ·+ (n − 1)k)− (n − 1)k+1]

(k + 1)nk − (k + 1)(n − 1)k

= lim
n→∞

(k + 1)nk − [nk+1 − (n − 1)k+1]

(k + 1)[nk − (n − 1)k]
= lim

n→+∞

1
2 k(k + 1)nk + · · ·
k(k + 1)nk + · · ·

=
1
2

.

(2)观察到

lim
n→∞

n

(
a1 + 2ka2 + · · ·+ nkan

nk+1 − a
k + 1

)

= lim
n→∞

(k + 1)∑1≤i≤n ikai − ank+1

(k + 1)nk = lim
n→∞

(k + 1)nkan − a(nk+1 − (n − 1)k+1)

(k + 1)[nk − (n − 1)k]

和

nk+1 − (n− 1)k+1 = (n−1+ 1)k+1 − (n− 1)k+1 = (k+ 1)(n− 1)k +
k(k + 1)

2
(n− 1)k−1 + · · · .

从而

lim
n→∞

n

(
a1 + 2ka2 + · · ·+ nkan

nk+1 − a
k + 1

)

= lim
n→∞

(k + 1)annk − (k + 1)a(n − 1)k − ak(k+1)
2 (n − 1)k−1 + · · ·

(k + 1)[k(n − 1)k−1 + · · · ]

= lim
n→∞

(k + 1)nk(an − a) + (k + 1)a[nk − (n − 1)k]− k(k+1)a
2 (n − 1)k−1 + · · ·

(k + 1)[k(n − 1)k + · · · ]

=
b
k
+ a − a

2
=

b
k
+

a
2

.

定理2.2.13. (Toeplitz定理)假设 pn0 + pn1 + · · ·+ pnn = 1对所有 n ∈ N都成

立,且每个 pij ≥ 0.令

yn := ∑
0≤i≤n

pnixi, n ∈ N.

那么下列论断等价:

(i) xn → a =⇒ yn → a,
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(ii) 对每个 m ∈ N都有 pnm → 0.

证: (i) =⇒ (2):取 xn = δnm得到 xn → 0和 yn = pnm (n ≥ m).故

lim
n→∞

pnm = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn = 0.

(ii) ⇐= (i): 假设 xn → a. 则 ∃M > 0使得 |xn − a| ≤ M对所有 n ∈ Z+

都成立. ∀ϵ > 0, ∃N∗ ∈ N使得 |xn − a| < ϵ/2对所有 n > N∗都成立. 但是根

据极限 limn→∞ pni = 0,我们得到 ∃Ni > N∗使得如下不等式

0 ≤ pni ≤
ϵ

2N∗M
, ∀ n > Ni

成立.令 N := max0≤i≤N∗ Ni.得到

|yn − a| =

∣∣∣∣∣ ∑
0≤i≤n

pnixi − ∑
0≤i≤n

pnia

∣∣∣∣∣
≤ ∑

0≤i≤N∗
pni|xi − a|+ ∑

N∗+1≤i≤n
pni|xi − a|

< MN∗ ϵ

2N∗M
+

ϵ

2 ∑
N∗+1≤i≤n

pni <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ. �

例2.2.14. (1) bn > 0, b0 + b1 + · · ·+ bn → ∞, an/bn → s =⇒

lim
n→∞

a0 + a1 + · · ·+ an

b0 + b1 + · · ·+ bn
= s.

(2) pk > 0, pn
p0+p1+···+pn

→ 0, sn → s =⇒

lim
n→∞

∑0≤i≤n si pn−i

∑0≤i≤n pi
= s.

(3) pk, qk > 0, pn
p0+···+pn

→ 0, qn
q0+···+qn

→ 0 =⇒

lim
n→∞

rn

∑0≤i≤n ri
= 0.

这里 rn := ∑0≤i≤n piqn−i.

证: (1)令 xn := an/bn, pnm := bm/ ∑0≤i≤n bi,和 yn := ∑0≤i≤n pnixi.则

lim
n→∞

pnm = 0, ∑
0≤i≤n

pni = 1, pnm ≥ 0.

根据定理2.2.13,得到

lim
n→∞

∑0≤i≤n ai

∑0≤i≤n bi
= lim

n→∞
yn = lim

n→∞
xn = s.

(2)令 pnm := pn−m/ ∑0≤i≤n pi,这里 0 ≤ m ≤ n且 n = 1, 2, · · · ,和

xn := sn, yn := ∑
0≤i≤n

pnixi =
∑0≤i≤n si pn−i

∑0≤i≤n pi
.
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(3)令

Pn := ∑
0≤i≤n

pi, Qn := ∑
0≤i≤n

qn, Rn := ∑
0≤i≤n

ri,

和

pnm :=
pn−mQm

∑0≤i≤n piQn−i
, xn :=

qn

Qn
, yn := ∑

0≤i≤n
pnixi. �

例2.2.15. (1)证明 (n
3

)n
< n! <

(
n + 2√

6

)n
. (2.2.8)

(2)证明

n <

(
1 +

2√
n

)n
. (2.2.9)

证: (1)在例2.2.8 (4)中我们已经证明了不等式

(n!)2 = ∏
1≤k≤n

[k(n − k + 1)] ≥ nn

从而

n! > nn/2 = (
√

n)n.

不等式 (2.2.8)给出了 n! 的一个比 (
√

n)n 更好的下界估计.利用数学归纳法,

假设 k! > (k/3)k 成立.由于

(k + 1)! = (k + 1)k! > (k + 1)
(

k
3

)k
,

为了归纳证明 (k + 1)! > ((k + 1)/3)k+1只要证明

(k + 1)
(

k
3

)k
>

(
k + 1

3

)k+1

或

3kk > (k + 1)k ⇐⇒
(

1 +
1
k

)k
< 3.

但是根据二项式展开得到(
1 +

1
k

)k
= 1 + 1 + ∑

2≤i≤k

k(k − 1) · · · (k − i + 1)
i!

1
ki

< 2 + ∑
2≤i≤k

1
i!

< 2 + ∑
2≤i≤k

1
i(i − 1)

< 3.

利用数学归纳法证明上界,假设 k! < ((k + 2)/
√

6)k成立.根据 (k + 1)! =

(k + 1)k! < (k + 1)((k + 2)/
√

6)k,只要证明

(k + 1)
(

k + 2√
6

)k
<

(
k + 3√

6

)k+1
.
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实际上,(
k + 3√

6

)k+1
=

(
k + 2√

6
+

1√
6

)k+1
>

(
k + 2√

6

)k+1
+ (k + 1)

(
k + 2√

6

)k 1√
6

+
(k + 1)k

2

(
k + 2√

6

)k−1 1
(
√

6)2
+

(k + 1)k(k − 1)
6

(
k + 2√

6

)k−2 1
(
√

6)3

=

(
k + 2√

6

)k
[

k + 2√
6

+
k + 1√

6
+

k(k + 1)
2
√

6(k + 2)
+

(k + 1)k(k − 1)
6
√

6(k + 2)2

]

=

(
k + 2√

6

)k 16k3 + 75k2 + 125k + 72
6
√

6(k + 2)2
.

现在断言

16k3 + 75k2 + 125k + 72
6
√

6(k + 2)2
> k+1 ⇔ 16k3 +75k2 + 125k+ 72 > 6

√
6(k3 +5k2 + 8k+ 4)

对任何 k都成立.但是这个不等式可以有下列观察得到: 16 > 6
√

6, 75 > 30
√

6,

125 > 48
√

6,和 72 > 24
√

6.

(2)这个可以有二项式展开得到:(
1 +

2√
n

)
= 1 + n · 2√

n
+

n(n − 1)
2

(
2√
n

)2
+ · · · > n(n − 1)

2
4
n
= 2(n − 1).

当 n ≥ 2,得到 2(n − 1) ≥ n. �

目前为止求极限的方法可归纳为如下几点:

(1) 用 “ϵ − N”语言（不过要是先知道或判断极限）

(2) 用夹逼定理

(3) 用 Stolz定理

(4) 单调有界数列必有极限（之后我们会证明这个结论）告诉我们什么样的

数列会有极限

(4) Cauchy准则给出数列是否收敛的充分必要条件（之后我们会证明这个结

论）

例2.2.16. 令 x1 = a, x2 = b,和 xn = (xn−1 + xn−2)/2.求 limn→∞ xn.

证:观察到

xn+1 − xn =
xn + xn−1

2
− xn =

xn−1 − xn

2
= · · · = x2 − x1

(−2)n−1 =
b − a

(−2)n−1



60 第二章 极限理论 I:数列极限

和

xn+1 = ∑
1≤m≤n

(xm+1 − xm) + x1 = (b − a) ∑
1≤m≤n

1
(−2)m−1 + a

= (b − a)
1 − (−1/2)n−1

1 − (−1/2)
+ a → 2

3
(b − a) + a =

2b + a
3

. �

例2.2.17. (1)假设 λ ∈ R且 |λ| < 1.证明

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ lim
n→∞

(an+1 − λan) = (1 − λ)a.

(2)证明

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ lim
n→∞

(4an+2 − 4an+1 + an) = a.

证: (1) “⇒”显然成立.现在假设 an+1 − λan → (1 − λ)a.令

xn := an+1 − λan.

故
an+1

λn+1 =
an

λn +
xn

λn+1

从而

an = λn

(
a0 + ∑

1≤k≤n

xk−1

λk

)
, n ∈ Z+

成立.如果 0 < λ < 1,得到 λn → 0从而利用定理2.2.9得到

lim
n→∞

an = lim
n→∞

a0 + ∑1≤k≤n
xk−1
λk

( 1
λ )

n
= lim

n→∞

xn
λn+1

( 1
λ )

n+1 − ( 1
λ )

n

= lim
n→∞

xn

1 − λ
=

(1 − λ)a
1 − λ

= a.

若 λ = 0,结论是明显的.如果 −1 < λ < 0,考察偶数项

a2n = λ2n

(
a0 + ∑

1≤k≤2n

xk−1

λk

)
.

因此

lim
n→∞

a2n =
1

1 − λ2 lim
n→∞

(x2n+1 + λx2n) = a.

类似地

−a2n+1 = (−λ)2n+1

(
a0 + ∑

1≤k≤2n+1

xk−1

λk

)
和

lim
n→∞

a2n+1 = − 1
λ2 − 1

lim
n→∞

(x2n+2 + λx2n+1) = a.
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根据定理2.3.9, limn→∞ an = a.

(2)假设 4an+2 − 4an+1 + an → a.观察到

4an+2 − 4an+1 + an = 4
(

an+2 − an+1 +
1
4

an

)

= 4
[(

an+2 −
1
2

an+1

)
− 1

2

(
an+1 −

1
2

an

)]
:= 4

(
yn+1 −

1
2

yn

)
.

因此得到

yn+1 −
1
2

yn → 1
4

a =

(
1 − 1

2

)
a
2

.

根据 (1),推出

lim
n→∞

yn =
a
2

or an+1 −
1
2

an →
(

1 − 1
2

)
a.

再次利用 (1)得到 an → a. �

例2.2.18. 求极限

lim
n→∞

nm

an

这里 a > 1, m ∈ Z+.

解:如果 m = 1则利用定理2.2.9得到

lim
n→∞

n
an = lim

n→∞

n − (n − 1)
an − an−1 = lim

n→∞

1
an−1(a − 1)

= 0.

对一般的 m利用收敛数列的四则运算法则有

lim
n→∞

nm

an = lim
n→∞

nm − (n − 1)m

an − an−1 = lim
n→∞

m(n − 1)m−1 + m(m−1)
2! (n − 1)m−2 + · · ·

an−1(a − 1)

= lim
n→∞

1
a − 1 ∑

1≤k≤m

m(m − 1) · · · (m − k + 1)
k!

(n − 1)m−k

an−1

=
1

a − 1 ∑
1≤k≤m

m(m − 1) · · · (m − k + 1)
(a − 1)k!

lim
n→∞

nm−k

an .

根据归纳假设,这个极限等于 0. �

实际上利用Heine定理和函数极限的性质,得到

lim
n→∞

nm

an = lim
x→∞

xm

ax =
m

ln a
lim

x→∞

xm−1

ax = · · · = m!
(ln a)m lim

x→∞

1
ax = 0.
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例2.2.19. 定义

an+1 := sin an, n ∈ N和 0 < a0 < π.

证明

an递增且 lim
n→∞

an = 0.

更进一步

lim
n→∞

an√
3/n

= 1.

证: a1 = sin a0 ∈ (0, π).一般情形下可证明 0 < an < π.因为 sin x < x对

任意 x ∈ (0, π)成立,得到 an+1 < an. 根据定理2.3.1,极限 limn→∞ an 存在,比

如说是 α ∈ [0, π).故 α = sin α从而 α = 0.

根据定理2.2.9,

lim
n→∞

1
na2

n
= lim

n→∞

1
a2

n

n
= lim

n→∞

1
a2

n+1
− 1

a2
n

(n + 1)− n

= lim
n→∞

(
1

a2
n+1

− 1
a2

n

)
= lim

n→∞

(
1

sin2 an
− 1

a2
n

)
=

1
3

.

这里我们利用了一个未加证明的结果:

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

x2 − sin2 x
x2 sin2 x

= lim
x→0

x4

3
x4 =

1
3

和 sin2 x ∼ (x − x3

6 + o(x4))2 ∼ x2 − x4

3 + · · · .这些会在下一章给出证明. �

§2.3 数列收敛的判别法则

最重要的是判别法则是 Cauchy法则,因为它给出了数列是否收敛的充分

必要条件.

§2.3.1 单调数列

数列 {an}n≥1称为（单调）递增（或递减）如果 an ≤ an+1（或 an ≥ an+1）

对任意 n = 1, 2, · · · 都成立. 因为数列极限是研究 n充分大时的性质,所以在

研究单调数列的极限时,可以把 “对任意 n = 1, 2, · · · 都成立”换成只要 “对充

分大的 n都成立”.

单调递增或单调递减的数列统称单调数列.

定理2.3.1. 假设数列 {an}n≥1单调.下列断言等价

{an}n≥1收敛 ⇐⇒ {an}n≥1有界. (2.3.1)
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证: =⇒:显然.

⇐=: 不失一般性,不妨假设 an ≤ an+1. 令 E := {an : n = 1, 2, · · · }. 如果

{an}n≥1有界,根据 Zorn引理上确界 a := sup E存在且 an ≤ a.

∀ ϵ > 0, ∃N ∈ N使得 a − ϵ < aN ≤ a成立,否则的话, a − ϵ将是 E的一

个上界.由于 an递增,得到 a − ϵ < an ≤ a对所有 n > N都成立. �

例2.3.2. (1) a1 :=
√

2, an+1 :=
√

2 + an (n ≥ 1) =⇒求 limn→∞ an.

(2) a1 > 0, an+1 = 1
2 (an +

1
an
) (n ≥ 1) =⇒求 limn→∞ an.

证: (1)观察到

• 若 limn→∞ an = a,则 “a =
√

2 + a” =⇒ (a − 2)(a + 1) = 0 =⇒ a = 2.

• a2 =
√

2 + a1 =
√

2 +
√

2 > a1, a2 <
√

2 + 2 = 2; a3 =
√

2 + a2 >
√

2a2 > a2.

一般地我们断言 √
2 ≤ an < 2 和 an+1 > an.

实际上,
√

2 ≤ an < 2 =⇒ an+1 =
√

2 + an <
√

2 + 2 = 2, 而 an+1 > an

=⇒ an+2 =
√

2 + an+1 >
√

2an+1 > an+1. 因此 {an}n≥1 单调递增且有界 =⇒
limn→∞ an = 2.

(2) ∀n ≥ 1,有 an > 0并且

an+1 − 1 =
1
2

(
an +

1
an

)
− 1 =

1
2

(√
an −

1√
an

)2
≥ 0.

另一方面,

an+1 ≤ 1
2
(an + an) = an.

从而 an ≥ an+1 ≥ · · · ≥ 1 =⇒ limn→∞ an = a 存在且 a ≥ 1. 解方程 a =
1
2 (a + 1

a )并注意到 a的有界性,得到 a = 1. �

例2.3.3. a1 = 1, an+1 = 1
1+an

(n ≥ 1) =⇒求 limn→∞ an.

证:观察到

a2 =
1
2

, a3 =
2
3

, a4 =
3
5

, a5 =
5
8

, · · · .

断言 {a2n}n≥1 递增但 {a2n−1}n≥1 递减,且 1
2 ≤ an ≤ 1. 事实上明显的不等式

1
2 ≤ an ≤ 1 =⇒ an+1 ≥ 1

1+1 = 1
2 和 an+1 ≤ 1

1+0 = 1.更进一步

a2n+2 =
1

1 + a2n+1
≥ 1

1 + a2n−1
= a2n, a2n+1 =

1
1 + a2n

≤ 1
1 + a2n−2

= a2n−1.

令 limn→∞ a2n = A和 limn→∞ a2n−1 = B =⇒ B = 1/(1+ A)且 A = 1/(1+ B)

=⇒ A = B = (
√

5 − 1)/2.即 an → (
√

5 − 1)/2. �
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§2.3.2 三个重要的常数 π、e、和 γ

在高中时候,知道常数 π = 3.1415926 · · · 和 e = 2.7182818284590 · · · .

A.常数 π.下面的结论最早有 Euler非严格化得到.

定理2.3.4. (Euler, 1734)常数 π可以有下面数列得到:

∑
n≥1

1
n2 := lim

N→∞
∑

1≤n≤N

1
n2 =

π2

6
. (2.3.2)

证: (1)第一个证明是John Scholes给出.

断言 1: ∀ m ∈ N,

cot2
(

π

2m + 1

)
+ · · ·+ cot2

(
mπ

2m + 1

)
=

2m(2m − 1)
6

.

考察恒等式

cos(nx) + i sin(nx) = einx = (eix)n = (cos x + i sin x)n.

比较两边虚数部分得到

sin(nx) =
(

n
1

)
sin x cosn−1 x −

(
n
3

)
sin3 x cosn−3 x ± · · · .

令 n := 2m + 1和 x = rπ
2m+1 (1 ≤ r ≤ m) =⇒

0 = sin(nx) =
(

n
1

)
sin x cosn−1 x −

(
n
3

)
sin3 x cosn−3 x ± · · · .

两边同除以 sinn x (0 < x < π
2 )得到

0 =

(
n
1

)
cotn−1 x −

(
n
3

)
cotn−3 x ± · · ·

=

(
2m + 1

1

)
cot2m x −

(
2m + 1

3

)
cot2m−2 x ± · · · .

定义多项式如下

P(t) :=
(

2m + 1
1

)
tm −

(
2m + 1

3

)
tm−1 ± · · ·+ (−1)m

(
2m + 1
2m + 1

)
.

此多项式有 m个不同的根

ar := cot2
(

rπ

2m + 1

)
, 1 ≤ r ≤ m.

所以

P(t) =
(

2m + 1
1

)
∏

1≤r≤m

[
t − cot2

(
rπ

2m + 1

)]
.
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特别地

∑
1≤r≤m

ar =
(2m+1

3 )

(2m+1
1 )

=
2m(2m − 1)

6
.

断言 2: ∀ m ∈ Z≥1,

∑
1≤r≤m

csc2
(

rπ

2m + 1

)
=

2m(2m + 2)
6

.

事实上

∑
1≤r≤m

csc2
(

rπ

2m + 1

)
= ∑

1≤r≤m

1
sin2( rπ

2m+1 )

= ∑
1≤r≤m

[
1 + cot2

(
rπ

2m + 1

)]
= m +

2m(2m − 1)
6

.

在区间 (0, π/2)内,下列不等式成立:

0 < sin y < y < tan y, 0 < cot y <
1
y
< csc y, 0 < cot2 y <

1
y2 < csc2 y.

作为推论得到

2m(2m − 1)
6

< ∑
1≤r≤m

(
2m + 1

rπ

)2
<

2m(2m + 2)
6

.

等价地
π2

6
2m

2m + 1
2m − 1
2m + 1

< ∑
1≤r≤m

1
r2 <

π2

6
2m

2m + 1
2m + 2
2m + 1

.

最后令 m → ∞推出 ∑n≥1
1

n2 = π2/6.

(2)第二个证明由Beukers-Calabi-Kolk给出.注意到

∑
n≥1

1
n2 = ∑

n≥0

1
(2n − 1)2 + ∑

n≥1

1
(2n)2 .

故

∑
n≥1

1
n2 =

π2

6
⇐⇒ ∑

k≥0

1
(2k + 1)2 =

π2

8
.

引入二重积分

J :=
∫∫

[0,1]×[0,1]

dxdy
1 − x2 − y2 = ∑

k≥0

1
(2k + 1)2 .

做变量替换

u = cos−1

√
1 − x2

1 − x2y2 , v := cos−1

√
1 − y2

1 − x2y2 ,
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从而 x = sin u/ cos v, y = sin v/ cos u,且

J =
∫ π/2

0

∫ π/2−u

0
dudv =

π2

8
. �

常数 π还有其它有趣的表达形式:

π = 4 ∑
n≥1

(−1)n

1 + 2n
,

π = 16 arctan
1
5
− 4 arctan

1
239

,

π = 24 arctan
1
8
+ 8 arctan

1
57

+ 4 arctan
1

239
.

B.常数 e.定义三个数列如下

an :=
(

1 +
1
n

)n
, bn :=

(
1 +

1
n

)n+1
, en := 1 + ∑

1≤k≤n

1
k!

= ∑
0≤k≤n

1
k!

.

断言 1:对每个 n,

an < an+1, bn > bn+1.

证:对每个 n,

an =

(
1 +

1
n

)n
= ∑

0≤k≤n

(
n
k

)
1
nk = 1 + ∑

1≤k≤n

n(n − 1) · · · (n − k)
k!

1
nk

= 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − n − 1
n

)
< 1 + 1 +

1
2!

(
1 − 1

n + 1

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1 − 1

n + 1

)
· · ·
(

1 − n − 1
n + 1

)
+

1
(n + 1)!

(
1 − 1

n + 1

)
· · ·
(

1 − n
n + 1

)
= an+1.

对 bn,
bn−1

bn
=

(1 + 1
n−1 )

n

(1 + 1
n )

n+1
=

(
1 + 1

n−1

1 + 1
n

)n
1

1 + 1
n

=

(
1 +

1
n2 − 1

)n 1
1 + 1

n
>

(
1 +

n
n2 − 1

)
1

1 + 1
n

>

(
1 +

1
n

)
1

1 + 1
n

= 1.

断言 2:极限

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn := e (2.3.3)

存在.

证:由于

an < 1 + 1 + ∑
2≤k≤n

1
k!

≤ 2 + ∑
2≤k≤n

1
k(k − 1)

= 3 − 1
n
< 3,
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根据定理2.3.1和断言 1知道极限 limn→∞ an = A 和 limn→∞ bn = B 都存在.

因为 bn = (1 + 1
n )an,利用收敛数列的四则运算得到 B = 1 × A = A. �

断言 3: ∀ n ∈ Z+,(
1 +

1
n

)n
<

(
1 +

1
n + 1

)n+1
< e <

(
1 +

1
n + 1

)n+2
<

(
1 +

1
n

)n+1
.

(2.3.4)

断言 4:极限

lim
n→∞

en = e (2.3.5)

存在. :观察到 en < en+1和

an = 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − n − 1
n

)

> 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1 − 1

n

)
· · ·
(

1 − k − 1
n

)
.

令 n → ∞得到

e ≥ 1 + 1 +
1
2!

+ · · ·+ 1
k!

= ek.

另一方面, an < en.所以 limn→∞ en = e. �

例2.3.5. (1) ∀n ≥ 1 =⇒(
n + 1

e

)n
< n! < e

(
n + 1

e

)n+1
. (2.3.6)

(2)证明

lim
n→∞

n
√

n!
n

=
1
e

. (2.3.7)

证: (1) ∀ k ≥ 1, (
k + 1

k

)k
< e <

(
k + 1

k

)k+1
.

所以

(n + 1)n

n!
= ∏

1≤k≤n

(
k + 1

k

)k
< en < ∏

1≤k≤n

(
k + 1

k

)k+1
=

(n + 1)n+1

n!
.

(2)根据 (1)得到

n + 1
e

<
n√n! <

n + 1
e

n
√

n + 1

且
n + 1

n
· 1

e
<

n
√

n!
n

<
n + 1

n
· n
√

n + 1 · 1
e

.

令 n → ∞推出 (2.3.7). �
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根据 (2.3.7)得到

n
√

n!
n

∼ 1
e

=⇒ n! ∼ nne−n

当 n很大时成立.

C.常数 γ.给定 p > 0并令

Sn := ∑
1≤k≤n

1
kp , n ∈ Z+.

则 Sn < Sn+1,且

Sn ≤ S2n−1

= 1 +
(

1
2p +

1
3p

)
︸ ︷︷ ︸

<2−(p−1)

+

(
1
4p + · · ·+ 1

7p

)
︸ ︷︷ ︸
<4−(p−1)=2−2(p−1)

+ · · ·+
(

1
2(n−1)p

+ · · ·+ 1
(2n − 1)p

)
︸ ︷︷ ︸

<2−(n−1)(p−1)

<
1

1 − 1
2p−1

=
2p−1

2p−1 − 1
.

因此

lim
n→∞

Sn 对任意 p > 1都存在.

当 p = 1,根据定理2.2.9得到

lim
n→∞

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n
ln n

= lim
n→∞

1
n

ln n − ln(n − 1)
= lim

n→∞

1
n

ln(1 + 1
n−1 )

= lim
n→∞

1
n

ln(1 + 1
n )

· lim
n→∞

ln(1 + 1
n )

ln(1 + 1
n−1 )

= 1,

这是因为（利用 (2.3.4)）

1
n + 1

< ln
(

1 +
1
n

)
<

1
n

.

作为推论得到

Sn ≥ 1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n
→ +∞, if 0 < p ≤ 1.

特别地

1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n
∼ ln n as n → ∞.

定义数列

an := ∑
1≤k≤n

1
k
− ln n. (2.3.8)
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从而

an > an+1 > 0, lim
n→∞

an存在.

事实上

an = 1+
1
2
+ · · ·+ 1

n
− ln n > ln

2
1
+ ln

3
2
+ · · ·+ ln

n + 1
n

− ln n = ln
n + 1

n
> 0

和

an+1 − an =
1

n + 1
− ln(n + 1) + ln n =

1
n + 1

− ln
(

1 +
1
n

)
< 0.

定义2.3.6. Euler常数 γ定义为

γ := lim
n→∞

(
∑

1≤k≤n

1
k
− ln n

)
. (2.3.9)

猜想2.3.7. γ是无理数,即, γ ∈ R \ Q.

一个更进一步的猜想是说 γ是超越数. a是超越数如果对任意整系数多项

式 P(x) ∈ Z[x]都不可能有 P(a) = 0成立. 超越数的存在最早是由 Liouville

在 1844年证明的,他所给的数是

a = lim
n→∞

an, an :=
1

10!
+

1
102!

+ · · ·+ 1
10n!

.

不是超越数的数称为代数数.

定理2.3.8. (1) (Liouville, 1840) e是无理数.

(2) π是无理数.

证: (1)回顾

e = ∑
k≥0

1
k!

= lim
n→∞ ∑

0≤k≤n

1
k!

.

假设 e = a/b是有理数,其中 a, b > 0.则

n!be = n!a, ∀ n ∈ N.

另一方面,

bn!e = bn!
[(

1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

)
+

(
1

(n + 1)!
+

1
(n + 2)!

+ · · ·
)]

= bn!
(

1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

)
+ b

(
1

n + 1
+

1
(n + 1)(n + 2)

+
1

(n + 1)(n + 2)(n + 3)
+ · · ·

)
︸ ︷︷ ︸

1
n+1<?< 1

n+1+
1

(n+1)2
+···= 1

n
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当 n充分大时,右边第二项不再是整数.这个矛盾说明 e不是有理数.

(2)这里几乎最简单的证明是属于Niven (1946)的. 假设 π = a/b是有理

数.引入多项式

f (x) :=
xn(a − bx)n

n!
, F(x) := f (x)− f (2)(x) + f (4)(x)− · · ·+ (−1)n f (2n)(x).

但是简单计算表明

Z ∋ F(π) + F(0) =
∫ π

0
f (x) sin xdx

这里被积函数满足 0 < f (x) sin x < πnan

n! ≪ 1 (当 n ≫ 1). �
1873年法国数学家 Hermite证明了 e是超越数. 1882年德国数学家 Lin-

deman证明了 π 也是超越数. 著名的 Hilbert 23个问题（Hilbert在 1900年

的国际数学家大会上提出）中的第 7 题就是问: 如果 a 是不等于 0 和 1 的

代数数, b是无理代数数,则 ab 是超越数. 这个猜想现已被 Gelfond (1929)和

Schneider/Siegel (1935)分别独立证明. 作为直接推论得到 2
√

2, 2
√
−2, i

√
2, eπ

(= (−1)−i)都是超越数.

§2.3.3 子列

假设 {an}n∈N是一个数列, φ : N → N是严格递增函数. 数列 {aφ(k)}k≥1

称为 {an}n∈N的子列并记作 {ank}k∈N.

定理2.3.9. (1)若 limn→∞ an = a,则对任意子列 {ank}k≥1都有

lim
k→∞

ank = a.

(2) {an}n≥1收敛 =⇒每个子列收敛.

(3) ∃ {an}n≥1的发散子列 =⇒ {an}n≥1发散.

(4) ∃两个极限不等的收敛数列 =⇒ {an}n∈N发散.

(5) {an}n≥1收敛⇐⇒ {a2n−1}n≥1和 {a2n}n≥1都收敛且有相同的极限.

证: (1) - (4)可以根据定义可得.对 (5),假设 limn→∞ a2n−1 = limn→∞ a2n =

a. ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N使得

|bn − a| < ϵ, |cn − a| < ϵ, bn := a2n, cn := a2n−1.

对 an, 若 n = 2k, 则 |an − a| < ϵ (n > 2N); 若 n = 2k − 1, 则 |an − a| < ϵ

(n > 2N − 1). �

例2.3.10. (Fibonacci数列)令

a1 = a2 = 1, an+1 = an + an−1 (n ≥ 2) =⇒ 求 lim
n→∞

an+1

an
.
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引入

bn :=
an+1

an
.

则

bn =
an + an−1

an
= 1 +

an−1

an
= 1 +

1
bn−1

.

在例2.3.3已经证明了

b2n−1 < b2n+1, b2n > b2n+2, 1 ≤ bn ≤ 2.

故

lim
n→∞

bn =

√
5 + 1
2

, lim
n→∞

(bn − 1) = lim
n→∞

1
bn−1

=

√
5 − 1
2

≈ 0.618.

an 的显示表达式为

an =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −
√

5
2

)n]
.

这个可以推到如下.假设可以写成

an − αan−1 = β(an−1 − αan−2).

从而必须有

α + β = 1, αβ = −1

所以 (α, β) = ((1 +
√

5)/2, (1 −
√

5)/2)或 ((1 −
√

5)/2, (1 +
√

5)/2).根据

an −
1 +

√
5

2
an−1 =

1 −
√

5
2

(
an−1 −

1 +
√

5
2

an−2

)
,

an −
1 −

√
5

2
an−1 =

1 +
√

5
2

(
an−1 −

1 −
√

5
2

an−2

)

最后得到

an −
1 −

√
5

2
an−1 =

(
1 +

√
5

2

)n−2(
a2 −

1 −
√

5
2

a1

)
,

an −
1 +

√
5

2
an−1 =

(
1 −

√
5

2

)n−2(
a2 −

1 +
√

5
2

a1

)
.

消去 an−1得到 an 的表达式.

定理2.3.11. (Bolzano-Weierstrass定理)每个有界数列都有一个收敛的子列.
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证: 假设数列 {an}n≥1 有界, 即, an ∈ [a, b] 对某个闭区间 [a, b] 和所有

n ≥ 1成立. 区间对分得到 [a, a+b
2 ]和 [ a+b

2 , b]至少有一个包含无穷多个 an,不

妨记为 [a1, b1].取一点 xn1 ∈ [a1, b1].这个对分过程继续下去,得到一列闭区间

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [ak, bk] ⊃ · · ·

满足

bk − ak =
b − a

2k → 0 和 ∃xnk ∈ [ak, bk].

但是 an 增减而 bn 递减, 根据单调有界数列必有极限得到 limn→∞ an = a 和

limn→∞ bn = b都存在.除此之外

0 ≤ b − a ≤ bn − an → 0.

因而

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c

且 c ∈ [ak, bk]对每个 k都成立. 根据 |xnk − 1| ≤ bk − ak 得到 limn→∞ xnk = c.

�

定理2.3.12. 数列 {an}n≥1无界 =⇒ ∃子列 {ank}k≥1使得 {ank}k≥1无界.

证: ∃ n1满足 |an1 | > 1.从而 ∃n2 > n1满足 |an2 | > 2.因此 ∃子列 {nk}k≥1

使得 |ank | ≥ k成立. �

§2.3.4 Cauchy数列

数列 {an}n≥1称为Cauchy数列如果 ∀ϵ > 0, ∃ N ∈ N使得 |an − am| < ϵ

对任何 n, m ≥ N都成立.

例2.3.13. (1) {an}n≥1不是 Cauchy,这里 an = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n .

(2) {an}n≥1是 Cauchy,这里 an = 1 + 1
2
√

2
+ · · ·+ 1

n
√

n .

证: (1) ∀ n ≥ 1,

a2n − an =
1

n + 1
+ · · ·+ 1

2n
≥ n

2n
=

1
2

.

(2) ∀n ≥ 1,

1√
n
− 1√

n + 1
=

√
n + 1 −

√
n√

n(n + 1)
=

1√
n(n + 1)

· 1√
n + 1 +

√
n
>

1
2

1
(n + 1)

√
n + 1

.

故 ∀ m > n,

am − an =
1

(n + 1)
√

n + 1
+ · · ·+ 1

m
√

m
<

2√
n
− 2√

m
<

2√
n

. �

注2.3.14. Cauchy数列必有界.
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证: ∃ N ∈ N使得 |am − an| < 1对任意 m, n ≥ N都成立. �

定理2.3.15. (Cauchy判别法则)数列 {an}n≥1 收敛⇐⇒ {an}n≥1 是 Cauchy数

列.

证: =⇒:假设极限 limn→∞ an = a存在.则 ∀ϵ > 0, ∃N ∈ N满足

|an − a| < ϵ, ∀ n > N.

故

|am − an| ≤ |am − a|+ |an − a| < 2ϵ

对任何 n, m > N都成立.

⇐=: ∃N0 ∈ N满足 |an − aN0+1| < 1, ∀n > N0.特别地, |an| ≤ M.根据定

理2.3.11, ∃子列 {ank}k≥1使得 limk→∞ ank = a.更进一步

|an − a| ≤ |an − ank |+ |ank − a| < ϵ + |ank − a|

只要 n, nk > N. �

注2.3.16. 上述定理对一般的度量空间不一定成立.比如,

x0 = 2, xn+1 :=
1
2

(
xn +

2
xn

)
∈ Q.

则 {xn}n≥1是 Q中的Cauchy数列,但是 xn →
√

2 /∈ Q.

注2.3.17. 之前已经定义过, 度量空间是完备的如果 ∀ Cauchy 数列都是收敛

的.因此 R是完备的,但是 Q不完备.

注2.3.18. Riemannian流形的 “完备性”可以用每个测地线是否可以无限延长

来刻画.

例2.3.19. 假设数列 {an}n≥0满足条件 an > 0,
√

a1 ≥ √
a0 + 1,且∣∣∣∣an+1 −

a2
n

an−1

∣∣∣∣ ≤ 1, ∀ n ≥ 1.

证明极限

lim
n→∞

an+1

an
= θ ≥ 1

存在而且数列 {an/θn}n≥1收敛.

证:这是一个抽象的数列,我们可以考虑利用Cauchy收敛法则证明.首先

注意到 ∣∣∣∣∣a2 −
a2

1
a0

∣∣∣∣∣ ≤ 1 =⇒
∣∣∣∣ a2

a1
− a1

a0

∣∣∣∣ ≤ 1
a1
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根据不等式

a1

a0
≥

(1 +
√

a0)
2

a0
= 1 +

2√
a0

+
1
a0

> 1 +
1√
a0

得到
a2

a1
≥ a1

a0
− 1

a1
≥
(

1 +
2√
a0

+
1
a0

)
− 1

a0
> 1 +

1√
a0

.

对 n = 3类似地可以从∣∣∣∣ a3

a2
− a2

a1

∣∣∣∣ ≤ 1
a2
和

∣∣∣∣ a3

a2
− a1

a0

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ a3

a2
− a2

a1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a2

a1
− a1

a0

∣∣∣∣
得到 ∣∣∣∣ a3

a2
− a1

a0

∣∣∣∣ ≤ 1
a1

+
1
a2

<
1

1 + 1√
a0

(
1
a0

+
1
a1

)

<
1
a0

 1
1 + 1√

a0

+
1

(1 + 1√
a0
)2

 <
1
a0

(1 + 1√
a0
)−1

1 − (1 + 1√
a0
)−1

=
1
a0

1
1√
a0

=
1√
a0

.

特别地,得到不等式

a3

a2
>

a1

a0
− 1√

a0
>

(1 +
√

a0)
2

a0
− 1√

a0
> 1 +

1√
a0

.

一般地,从上述不等式我们断言

an+1

an
> 1 +

1√
a0

∀ n ∈ N.

实际上,假设上述断言对任何 n ≤ m都成立,且令 α = 1 + 1√
a0

> 1.从而得到

ak > αak−1 > · · · > αka0, ∀ 1 ≤ k ≤ m + 1.

对 n = m + 1,得到∣∣∣∣ am+2

am+1
− a1

a0

∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤k≤m+1

∣∣∣∣ ak+1
ak

− ak
ak−1

∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤k≤m+1

1
ak

≤ 1
a0

∑
1≤k≤m+1

1
αk <

1
a0(α − 1)

<
1√
a0

.

从而
am+2

am+1
>

a1

a0
− 1√

a0
> 1 +

1√
a0

.

为了应用Cauchy判别准则,对任意 p > q得到∣∣∣∣ ap+1

ap
−

aq+1

aq

∣∣∣∣ ≤ ∑
q+1≤k≤p

∣∣∣∣ ak+1
ak

− ak
ak−1

∣∣∣∣ ≤ ∑
q+1≤k≤p

1
ak
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≤ 1
aq

∑
1≤k≤p−q

1
αk <

√
a0

aq
.

当 n → ∞时,由上述断言得到

an >

(
1 +

1√
a0

)n
a0 → +∞

从而发现数列 {an+1/an}n≥1收敛到某个实数 θ > 1.

令 p → ∞在下列不等式∣∣∣∣ ap+1

ap
−

aq+1

aq

∣∣∣∣ < √
a0

aq

推出 ∣∣∣∣ aq+1

aq
− θ

∣∣∣∣ ≤ √
a0

aq
.

从而对任意 p > q我们得到∣∣∣ ap

θp −
aq

θq

∣∣∣ ≤ ∑
1≤k≤p−q

∣∣∣∣ aq+k

θq+k −
aq+k−1

θq+k−1

∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤k≤p−q

√
a0

θq+k =

√
a0

θq ∑
1≤k≤p−q

1
θk

≤
√

a0

θq
θ−1

1 − θ−1 =

√
a0

θq
1

θ − 1
→ 0

当 q → ∞.因此数列 {an/θn}n≥1是Cauchy数列从而收敛. �

例2.3.20. 定义数列 {an}n≥0如下:

a0 = 1, a1 = 2, a2 = 3

和 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 an an−1

1 an−1 an−2

1 an−2 an−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1, ∀ n ≥ 3.

求 an 的通项并证明极限 limn→∞
an

an+1
存在.

证: 对行列式做初等变换:首先第一行减去第二行,然后第二行减去第三

行.从而得到

1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 an an−1

1 an−1 an−2

1 an−2 an−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 an − an−1 an−1 − an−2

1 an−1 − an−2 an−2 − an−3

1 an−2 an−3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (an − an−1)(an−2 − an−3)− (an−1 − an−2)

2, ∀ n ≥ 3.

利用这个递推计算得到

a3 = 5, a4 = 10, a5 = 23, · · · .
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回到例2.3.10,考虑Fibonacci数列 {Fn}n≥1:

Fn = Fn−1 + Fn−2 (∀ n ≥ 3), F1 = F2 = 1.

Fn的显示表达式如下

Fn =
1√
5
(αn − βn), α :=

1 +
√

5
2

, β :=
1 −

√
5

2
.

利用这个通项公式马上可以得到下面的恒等式（请验证!）:

F2
n+1 = FnFn+2 + (−1)n (∀ n ≥ 1).

为了避免繁琐的计算,我们利用数学归纳法来证明上述这个断言.假设 F2
n+1 =

FnFn+2 + (−1)n.因此

F2
n+2 = (Fn + Fn+1)

2 = F2
n+1 + F2

n + 2FnFn+1 = F2
n+1 + Fn(Fn + Fn+1) + FnFn+1

= F2
n+1 + FnFn+2 + FnFn+1 + Fn+1Fn+2 − Fn+1Fn+2

= Fn+1(Fn+1 + Fn+2)− (Fn+1 − Fn)Fn+2 + FnFn+1

= Fn+1Fn+3 − Fn−1Fn+2 + FnFn+1 = Fn+1Fn+3 − Fn−1(Fn + Fn+1) + FnFn+1

= Fn+1Fn+3 − Fn−1Fn+1 + Fn(Fn+1 − Fn−1) = Fn+1Fn+3 − [F2
n − (−1)n−1] + F2

n

= Fn+1Fn+3 + (−1)n+1.

特别地得到

F2n−3F2n−5 = 1 + F2
2n−4, ∀ n ≥ 3.

当 n = 3时,计算可得

F2n−3 = F3 = 2 = a3 − a2 = an − an−1,

F2n−4 = F2 = 1 = a2 − a1 = an−1 − an−2,

F2n−5 = F1 = 1 = a1 − a0 = an−2 − an−3.

现在三个初值一样而且递推方程结构一样,因此

an − an−1 = F2n−3, ∀ n ≥ 2.

最后我们推出

an = a1 + ∑
2≤k≤n

F2k−3 = a1 + F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2n−3

= a1 + F2 + (F4 − F2) + (F6 − F4) + · · ·+ (F2n−2 − F2n−4)

= a1 + F2n−2 = 2 + F2n−2.
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从而得到

an = 2 +
1√
5

(1 +
√

5
2

)2n−2

−
(

1 −
√

5
2

)2n−2


= 2 +
1√
5

(3 +
√

5
2

)n−1

−
(

3 −
√

5
2

)n−1
 , ∀ n ≥ 1.

根据 an = 2 + F2n−2得到

an

an+1
=

2 + F2n−2

2 + F2n
=

F2n−2

F2n

2
F2n−2

+ 1
2

F2n
+ 1

=
α2n−2[1 − (β/α)2n−2]

α2n[1 − (β/α)2n]

2
F2n−2

+ 1
2

F2n
+ 1

.

因为 β/α =
√

5−3
4 ∈ (−1, 1),得到 limn→∞

an
an+1

= 1
α2 = 3−

√
5

2 . �

例2.3.21. 定义数列 {xn}n≥0如下

x0 = 1, xn = xn−1 +
1

xn−1
(∀ n ≥ 1).

证明数列 {xn}n≥0发散但是 limn→∞ xn/
√

2n = 1.

证: 假设 limn→∞ xn = x. 由于 xn 递增且 xn > 0,得到 x = x + 1
x . 但是这

个方程无解从而数列 {xn}n≥0发散.

因为

x2
n =

(
xn−1 +

1
xn−1

)2
= x2

n−1 +
1

x2
n−1

+ 2 > x2
n−1 + 2

得到

x2
n > x2

n−1 + 2 > x2
n−2 + 4 > · · · > x2

0 + 2n > 2n.

故我们可以引入

yn := x2
n − 2n > 0, ∀ n ≥ 1.

简单计算得到

yn+1 = x2
n+1 − 2(n + 1) =

(
xn +

1
xn

)2
− 2(n + 1) = yn +

1
yn + 2n

.

从而

yn < yn+1 < yn +
1

2n
, ∀ n ≥ 1.

递推得到

yn <
1

2(n − 1)
+ yn−1 <

1
2(n − 1)

+
1

2(n − 2)
+ yn−2 < · · · < y1 +

1
2 ∑

1≤k≤n−1

1
k

.
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我们已经证明了数列 {an := ∑1≤k≤n
1
k − ln n}n≥1递减,故

1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n − 1
< ln(n − 1) + 1.

因此

0 < yn < 2 +
ln(n − 1) + 1

2
=

ln(n − 1)
2

+
5
2

, ∀ n ≥ 2.

作为直接推论得到

1 <
xn√
2n

<

√
1 +

5
4n

+
ln(n − 1)

4n
.

利用夹逼定理推出 xn/
√

2n → 1. �

例2.3.22. 假设数列 {an}n≥0 满嘴条件: a0 = 0, 0 < an < an+1, an → +∞ 且

∑n≥1
1
an

= +∞.再假设 s0, · · · , sn 是下列线性方程组的解

∑
0≤j≤n

sj

ai + aj + 1
=

1
m + ai + 1

, 0 ≤ i ≤ n.

这里 m ∈ N.定义

In :=
1

2m + 1
− ∑

0≤i≤n

si
m + ai + 1

.

求极限 limn→∞ In.

证:考虑 (n + 1)× (n + 1)矩阵 A和 n + 1维向量 a ∈ Rn+1如下:

A =

(
1

ai + aj + 1

)
0≤i,j≤n

, a =

(
1

m + a0 + 1
, · · · ,

1
m + an + 1

)
∈ Rn+1.

此时上述线性方程组可以写成[
A 0T

a 1

] [
sT

In

]
=

[
aT

1
2m+1

]

这里 s = (s0, · · · , sn) ∈ Rn+1.从而得到

In =
det B
det A

,

这里

B =

[
A aT

a 1
2m+1

]
为了计算 A和 B的行列式,我们利用Cauchy行列式:

Dn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a1+b2

· · · 1
a1+bn

1
a2+b1

1
a2+b2

· · · 1
a2+bn

...
...

. . .
...

1
an+b1

1
an+b2

· · · 1
an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ai, bi ∈ C, ai + bj ̸= 0).
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则

Dn = ∏
1≤i<j≤n

[(ai − aj)(bi − bj)]

/
∏

1≤i,j≤n
(ai + bj).

为了利用数学归纳法证明,前 n − 1行减去第 n行得到

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−a1
(a1+b1)(an+b1)

an−a1
(a1+b2)(an+b2)

· · · an−a1
(a1+bn)(an+bn)

...
...

. . .
...

an−an−1
(an−1+b1)(an+bn)

an−an−1
(an−1+b2)(an+b2)

· · · an−an−1
(an−1+bn)(an+bn)

1
an+b1

1
an+b2

· · · 1
an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏1≤i≤n−1(an − ai)

∏1≤i≤n(an + bi)
· ∆n,

这里

∆n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a1+b2

· · · 1
a1+bn

1
a2+b1

1
a2+b2

· · · 1
a2+bn

...
...

. . .
...

1
an−1+b1

1
an−1+b2

· · · 1
an−1+bn

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

前 n − 1列减去第 n列得到

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bn−b1
(a1+b1)(a1+bn)

bn−b2
(a1+b2)(a1+bn)

· · · bn−bn−1
(a1+bn−1)(a1+bn)

1
a1+bn

bn−b1
(a2+b1)(a2+bn)

bn−b2
(a2+b2)(a2+bn)

· · · bn−bn−1
(a2+bn−1)(a2+bn)

1
a2+bn

...
...

. . .
...

bn−b1
(an−1+b1)(an−1+bn)

bn−b2
(an−1+b2)(an−1+bn)

· · · bn−bn−1
(an−1+bn−1)(an−1+bn)

1
an−1+bn

0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∏0≤i≤n−1(bn − bi)

∏1≤j≤n−1(aj + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

1
a1+b2

· · · 1
a1+bn−1

1
1

a2+b1
1

a2+b2
· · · 1

a2+bn−1
1

...
...

. . .
...

1
an−1+b1

1
an−1+b2

· · · 1
an−1+bn−1

1

0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏0≤i≤n−1(bn − bi)

∏1≤j≤n−1(aj + bn)
· Dn−1.

结合这两个等式推出

Dn =
∏1≤i≤n−1(an − ai)(bn − bi)

∏1≤i≤n(an + bi)∏1≤j≤n−1(aj + bn)
· Dn−1.

递归得到 Dn 的显示表达式.特别地得到

det A =
∏0≤i,j≤n(ai − aj)

2

∏0≤i,j≤n(ai + aj + 1)
, In =

1
2m + 1 ∏

0≤k≤n

(
ak − m

m + ak + 1

)2
.
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故

ln[(2m + 1)In] = ∑
0≤k≤n

2 ln
∣∣∣∣ ak − m
m + ak + 1

∣∣∣∣ .

但是

ln
|ak − m|

m + ak + 1
= ln

(
1 − 2m + 1

m + ak + 1

)
≤ − 2m + 1

m + ak + 1
≤ −m

ak
,

当 ak > m (∀ l ≥ k∗).对 k求和得到

∑
0≤k≤n

2 ln
∣∣∣∣ ak − m
m + ak + 1

∣∣∣∣ ≤ ∑
0≤k≤k∗

2 ln
∣∣∣∣ ak − m
m + ak + 1

∣∣∣∣− m ∑
k∗≤k≤n

1
ak

→ −∞

从而 (2m + 1)In → e−∞ = 0. �

§2.3.5 Ramanujan恒等式

印度传奇数学家Ramanujan在 1912年发现了如下恒等式

3 =

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
1 + 5

√
1 + · · ·, (2.3.10)

但是却未给出详细证明. 本小节我们试着给出上述恒等式的证明（当然这个

证明取自参考文献1的附录）.

首先我们给出一个 “显然的”证明:

3 =
√

9 =
√

1 + 8 =
√

1 + 2 × 4

=

√
1 + 2

√
16 =

√
1 + 2

√
1 + 3 × 5

=

√
1 + 2

√
1 + 3

√
25 =

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4 × 6

=

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
36 = · · · .

实际上Herschfeld (1935)指出上述证明不完整,原因是未证明定义的数列是否

收敛.令

a1 = 1, a2 =
√

1 + 2, a3 =

√
1 + 2

√
1 + 3

且

an =

√√√√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + · · ·+ (n − 2)

√
1 + (n − 1)

√
1 + n.

定义另一个数列如下

b1 = an

b2 =

√√√√
1 + 3

√
1 + 4

√
1 + · · ·+ (n − 2)

√
1 + (n − 1)

√
1 + n
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b3

√
1 + 4

√
1 + · · ·+ (n − 2)

√
1 + (n − 1)

√
1 + n

· · ·

bn−2 =

√
1 + (n − 1)

√
1 + n

bn−1 =
√

1 + n.

从而对任意 1 ≤ k ≤ n − 2得到

b2
k − (k + 2)2 = [1 + (k + 1)bk+1]− (k + 2)2 = (k + 1)[bk+1 − (k + 3)]

= (k + 1)
b2

k+1 − (k + 3)2

bk+1 + k + 3
.

由此推出

an − 3 =
b2

1 − 32

b1 + 3
= 2

b2
2 − 42

(b1 + 3)(b2 + 4)
= · · ·

= (n − 1)!
b2

n−1 − (n + 1)2

(b1 + 3)(b2 + 4) · · · (bn−1 + n + 1)

=
−(n + 1)!

(b1 + 3)(b1 + 5) · · · (bn−1|+ n + 1)
.

最后得到

|an − 3| ≤ (n + 1)!
4 × 5 × · · · × (n + 2)

=
6

n + 2
→ 0.

下面我们到 Ramanujian恒等式做推广.

例2.3.23. 定义数列 {xn}n≥1如下

xn :=

√
a1 + b1

√
a2 + b2

√
Pa3 + · · ·+ bn−1

√
an, n ≥ 1.

这里 an, bn > 0.证明

(1) (T. Vijayaraghavan)

{xn}n≥1收敛 ⇐⇒ ln an

2n + ∑
1≤k≤n−1

ln bk

2k < C (∀ n ≥ 1).

(2) 如果存在数列 {θn}n≥1 (θn > 0)满足

θ2
n = an + bnθn+1 (∀ n ≥ 1), lim

n→∞

ln(
√

an/θn)

2n = 0,

则 limn→∞ xn = θ1.
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(3) (Ramanujan)对 ∀ a ≥ 1有

a + 1 =

√
1 + a

√
1 + (a + 1)

√
1 + (a + 2)

√
1 + · · ·.

证: (1)首先观察到

xn =

√√√√
a1 + b1

√
a2 + b2

√
a3 + · · ·+ bn−2

√
an−1 + bn−1

√
an

=

√√√√
a1 +

√
a2b2

1 + b2
1b2

√
a3 + · · ·+ bn−2

√
an−1 + bn−1

√
an.

接下去把系数 b2
1b2收缩到下个根号里面,继续这个过程,最后得到

xn =

√√√√
c1 +

√
c2 +

√
c3 + · · ·+

√
cn−1 +

√
cn (≥ xn−1)

这里

c1 = a1, c2 = a2b2
1, c3 = a3b22

1 b2
2, · · · , cn = anb2n−1

1 b2n−2

2 · · · b2
n−1.

假设 limn→∞ xn = c.因为 xn递增得到 xn ≤ c从而 (cn)1/2n ≤ c或者(
an ∏

1≤k≤n−1
b2n−k

k

) 1
2n

≤ c.

两边取对数推出
ln an

2n + ∑
1≤k≤n−1

ln bk

2k ≤ C := ln c.

反之假设 ln an
2n + ∑1≤k≤n−1

ln bk
2k ≤ C对任意 n ≥ 1都成立. 得到 cn ≤ c2n,这里

c = eC.从而

xn ≤

√
c2 +

√
c22 + · · ·+

√
c2n−1 +

√
c2n .

注意到 √
c2n−1 +

√
c2n =

√
c2n−1 + c2n−1

√
1 = c2n−2

√
1 +

√
1.

最后推出

xn ≤

√
c2 +

√
c22 + · · ·+ c2n−2 +

√
c2n−1 +

√
c2n

≤

√
c2 +

√
c22 + · · ·+ c2n−2 + c2n−2

√
1 +

√
1

≤ · · · ≤ cyn
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这里

yn :=

√
1 +

√
1 +

√
1 + · · ·+

√
1.

但是 yn+1 > yn ≥ 1且

yn =
√

1 + yn−1 ≤
√

2yn−1 <
√

2yn,

得到 1 ≤ yn < 2从而 xn ≤ 2c.根据单调有界原理推出极限 limn→∞ xn存在.

(2)因为

θ2
n ≥ an, an−1 + bn−1θn = θ2

n−1

得到

cn ≤

√
a1 + b1

√
a2 + b2

√
a3 + · · ·+ bn−2

√
an−1 + bn−1θn

≤
√

a1 + b1

√
a2 + b2

√
a3 + · · ·+ bn−2θn−1

≤ · · · ≤
√

a1 + b1θ = θ1.

另一方面利用不等式√
α + γβ ≤ √

γ
√

α + β, ∀ α, β ≥ 0, ∀ γ ≥ 1

和
θn√
an

≥ 1, ∀ n ≥ 1,

得到 √
an−1 + bn−1θn =

√
an−1 + bn−1

√
an

θn√
an

≤
√

θn√
an

√
an−1 + bn−1

√
an ≤

√
θn√
an

√
an−1 + bb−1θn.

所以√
an−2 + bn−2

√
an−1 + bn−1θn ≤

√√√√an−2 + bn−2

√
θn√
an

√
an−1 + bn−1θn

≤
(

θn√
an

) 1
22
√

an−2 + bn−2
√

an−1 + bn−1θn.

继续下去得到

θ1 ≤
(

θn√
an

) 1
2n

xn 或 θ1

(√
an

θn

) 1
2n

≤ xn ≤ θ1.

条件 ln(
√

an/θn)/2n → 0推出 (
√

an/θn)1/2n → 1和 xn → θ1.

(3)取 an ≡ 1, bn := a + n − 1,和 θn = a + n. �
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§2.3.6 Cantor集

考虑闭区间 [0, 1].我们在这一小节定义一个不可数的闭集但是 “长度”为

零.

第一步:把 [0, 1]三等分并去掉中间的开区间 ( 1
3 , 2

3 ),令

G1 =

(
1
3

,
2
3

)
, P1 =

[
0,

1
3

]
∪
[

2
3

, 1
]

.

第二步:把 P1 中的每个区间再三等分并去掉中间的部分 ( 1
9 , 2

9 )和 ( 7
9 , 8

9 ),

令

G2 =

(
1
9

,
2
9

)
∪
(

7
9

,
8
9

)
, P2 = [0, 1] \G2 =

[
0,

1
9

]
∪
[

2
9

,
1
3

]
∪
[

2
3

,
7
9

]
∪
[

8
9

, 1
]

.

继续这个过程得到两个数列 {Gn}n≥1和 {Pn}n≥1.定义

G :=
∪

n≥1

Gn, P := [0, 1] \ G =
∩

n≥1

Pn,

这里 Gn 是 2n−1个长度都为 3−n的不相交的开区间的并.易证

P ∩ G = ∅, P ∪ G = [0, 1], |Gn| =
2n−1

3n .

从而

|G| = ∑
n≥1

2n−1

3n =
1
2 ∑

n≥1

(
2
3

)n
=

1
2

2/3
1 − 2/3

= 1.

称集合 P为Cantor集.注意到 P不可数,闭的, |P| = 0但是 P ̸= ∅.

这个和通常的 “直观”发生矛盾.原因是用欧式空间的度量来测量 P不合

适. 之后我们会引入Hausdorff维数 dimH（欧式空间 Rn 的 Haudorff维数就

是 n）来描述 Cantor集并可以证明 dimH(P) = ln 2/ ln 3 ∈ (0, 1).这样的集合

研究属于分形（fractal）范畴.一个经典的例子是英国海岸线是永远测不准的!
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第三章 极限理论 II:函数极限

念数学,不能潦草;笔尖划啊划;用信任立下誓言我来熬. —-《缘分一

道桥》改编

§3.1 函数极限

从下面的例子出发: 试着找到函数 f : R → R+ 使得 f (x + y) = f (x) ·
f (y)对任意的 x, y ∈ R都成立.

从 f (1) = f (1 + 0) = f (1) f (0)得到 f (0) = 1,类似地得到 f (2) = f (1 +

1) = [ f (1)]2.对任意自然数 n ∈ N得到 f (n) = [ f (1)]n.如果 −n ∈ N,得到

f (n) =
f (0)

f (−n)
=

1
f (−n)

=
1

[ f (1)]−n = [ f (1)]n.

从而对任意整数 n都有

f (n) = [ f (1)]n, n ∈ Z.

如果 n ∈ Z+,得到

f (1) = f

 1
n
+ · · ·+ 1

n︸ ︷︷ ︸
n

 =

[
f
(

1
n

)]n
=⇒ f

(
1
n

)
= [ f (1)]

1
n .

类似的对 n ∈ Z−,得到 f (1/n) = [ f (1)]1/n.从而对任意非零整数 n都有

f
(

1
n

)
= [ f (1)]

1
n , n ∈ Z \ {0}.

对有理数 p/q ∈ Q,其中 p > 0,得到

f
(

p
q

)
= f

1
q
+ · · ·+ 1

q︸ ︷︷ ︸
p

 =

[
f
(

1
q

)]p
= [ f (1)]

p
q .

同样地理由对有理数 p/q ∈ Q,其中 p < 0,得到相同的结论.总之对任意有理

数 x得到

f (x) = [ f (1)]x, x ∈ Q.

现在给定一个实数 x ∈ R,已证存在有理数 an ∈ Q满足 limn→∞ an = x. 这样

综合上述结果得到

f (an) = [ f (1)]an n→∞−−−−→ [ f (1)]x

?
yn→∞

f (x)

87
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如果 “?”成立则推出

f (x) = [ f (1)]x, x ∈ R.

换句话说,我们其实证明了

?成立 ⇐⇒ f (x) = lim
n→∞

f (an) = f
(

lim
n→∞

an

)
⇐⇒ f 和 lim 可交换

⇐⇒ f 连续

§3.1.1 定义

在给出函数连续定义之前,我们首先来定义函数在一点的极限.

例3.1.1. (1)给定函数 f : (a,+∞) → R, A ∈ R,定义

lim
x→+∞

f (x) = A ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ M > a, ∀ x > M

| f (x)− A| < ϵ

)
(3.1.1)

(2)给定函数 f : (−∞, b) → R, A ∈ R,定义

lim
x→−∞

f (x) = A ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ M < b, ∀ x < M

| f (x)− A| < ϵ

)
(3.1.2)

(3)给定函数 f : [−∞,+∞) → R, A ∈ R,定义

lim
x→∞

f (x) = A ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ M > 0, ∀ |x| > M

| f (x)− A| < ϵ

)
(3.1.3)

定理3.1.2. 根据定义马上得到

lim
x→∞

f (x) = A ⇐⇒ lim
x→+∞

f (x) = A = lim
x→−∞

f (x). (3.1.4)

例3.1.3. 求下列函数极限

(1) lim
x→∞

ex

1 + ex , (2) lim
x→∞

sin x
x

.

解:因为

lim
x→+∞

ex

1 + ex = 1, lim
x→−∞

ex

1 + ex = 0

得到函数 ex/(1 + ex)当 x → ∞时极限不存在. 由于 | sin x/x| ≤ 1/|x|得到
limx→∞ sin x/x = 0. �

接下来定义函数在一点的极限.
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定义3.1.4. 考虑去心邻域 U◦(a, ρ) := (a − ρ, a + ρ) \ {a} = (a − ρ, a) ∪ (a, a +

ρ).给定函数 f : U◦(a, ρ) → R, A ∈ R,定义

lim
x→a

f (x) = A ⇐⇒


∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 (δ ≤ ρ)

| f (x)− A| < ϵ

只要 0 < |x − a| < δ

 (3.1.5)

在上述定义中,不需要规定函数 f 在 a点有定义.如果 f 在 a点有定义且

取 A = f (a),这就是函数 f (x)在 x = a连续的定义.

定义3.1.5. （单侧极限）(1)给定函数 f : (a − ρ, a) → R (其中 ρ > 0), A ∈ R,

定义左极限

f (a−) := lim
x→a−

f (x) = A ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ − δ < x − a < 0

| f (x)− A| < ϵ

)
(3.1.6)

(2)给定函数 f : (a, a + ρ) → R (其中 ρ > 0), A ∈ R,定义右极限

f (a+) := lim
x→a+

f (x) = A ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ 0 < x − a < δ

| f (x)− A| < ϵ

)
(3.1.7)

定理3.1.6. 根据定义得到

lim
x→a

f (x) = A ⇐⇒ f (a+) = A = f (a−). (3.1.8)

例3.1.7. 下列函数在 0点极限不存在:

f (x) =


−1, x < 0,

0, x = 0,

1, x > 0.

f (x) =

{
0, x ≤ 0,
1
x , x > 0.

对一个函数 f (0−) = −1 和 f (0+) = 1. 而对第二个函数 f (0−) = 0 但是

f (0+)不存在.

§3.1.2 函数极限的性质

在这一小节主要考虑函数在 x → a时的性质,对其它情形的极限可类似

地证明.

定理3.1.8. (1) (唯一性)若函数 f (x)在 x = a处有极限则极限必唯一.

(2) (局部有界性)若函数 f (x)在 x = a处有极限则 f (x)在 a的某个去心

邻域内必有界.
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(3) (局部保序性)假设 limx→a f (x) = A, limx→a g(x) = B且 A > B. 则存

在 a的某个去心邻域 U◦(a, ρ)使得 f (x) > g(x)对任意 x ∈ U◦(a, ρ)都成立.

(4)若 limx→a f (x) = A,则 limx→∞ | f (x)| = |A|.
(5) (夹逼定理)若在某个去心邻域U◦(a, ρ)内成立 g(x) ≤ f (x) ≤ h(x),且

limx→a g(x) = limx→a h(x) = A,则 limx→a f (x) = A.

(6) (四则运算)假设 limx→x0 f (x) = A, limx→x0 g(x) = B,且 α, β为给定

常数.则得到

• limx→x0 [α f (x) + βg(x)] = αA + βB.

• limx→x0 [ f (x)g(x)] = AB.

• 若 B ̸= 0,则 limx→x0 f (x)/g(x) = A/B.

(7) (复合函数极限)假设 limx→x0 g(x) = u0, limu→u0 f (u) = A,且在 x0的

某个去心邻域内 g(x) ̸= u0,则复合函数 f ◦ g在 x0处有极限且

lim
x→x0

f [g(x)] = A. (3.1.9)

证: 只给出最后一个性质的证明. 给定 ϵ > 0,根据 limu→u0 f (u) = A的

定义可以找到 η > 0只要 0 < |u − u0| < η 时有 | f (u)− A| < ϵ. 对这个找到

的 η > 0存在 δ > 0只要 0 < |x − x0| < δ时有 0 < |g(x)− u0| < η. 从而当

0 < |x − x0| < δ时, | f [g(x)]− A| < ϵ. �

在结论 (3.1.9)中我们已经假设 g(x) ̸= u0 在 x0 的某个去心邻域内成立.

如果把这个条件去掉则结论 (3.1.9)不一定成立.事实上参考文献 [1]中已经指

出:若 limx→x0 g(x) = u0, limu→u0 f (u) = A,则或者 limx→x0 f [g(x)] = A,或

者 limx→x0 f [g(x)] = f (u0),或者 limx→x0 f [g(x)]不存在.

例3.1.9. 求解

(1) lim
x→0

x
⌊

1
x

⌋
= 1, (2) lim

x→∞

xk

ax = 0 (a > 1, k ∈ N)

解: (1) 1
x − 1 < ⌊ 1

x ⌋ ≤ 1
x 得到 1 − x < x⌊ 1

x ⌋ ≤ 1. (2) 0 < xk/ax ≤
(⌊x⌋+ 1)k/a⌊x⌋+1a.利用 limn→∞ nk/an = 0推出原来函数的极限为 0.

§3.1.3 两个重要的极限

在例3.1.3 (2)中我们已经研究了函数 sin x/x当 x → ∞时候的极限.接下

来很自然地想知道这个函数当 x → 0时地极限.

性质3.1.10. 下面极限成立

lim
x→0

sin x
x

= 1. (3.1.10)
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证: 显然有初等不等式 sin x < x < tan x当 0 < x < π/2成立. 类似地得

到

| sin x| < |x| < tan x|, 0 < |x| < π

2
.

所以 cos x < sin x/x < 1当 0 < |x| < π/2.要利用函数极限的夹逼定理,只有

说明 limx→0 cos x = 1.根据倍角公式得到

| cos x − 1| = 2 sin2 x
2
<

x2

2

从而得到 cos x → 1当 x → 0. �

注3.1.11. 对函数 sin x/x已经证明了

lim
x→0

sin x
x

= 1, lim
x→∞

sin x
x

= 0.

考虑函数 sin x/x在区间 (0,+∞)上的积分,即∫ ∞

0

sin x
x

dx.

利用含参变量积分或者复变函数可以证明上述积分等于 π/2.

性质3.1.12. 下面极限成立

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
= e. (3.1.11)

证:对任意 x ≥ 1有不等式(
1 +

1
⌊x⌋+ 1

)⌊x⌋
<

(
1 +

1
x

)x
<

(
1 +

1
⌊x⌋

)⌊x⌋+1
.

最左边项可以写成 (
1 +

1
⌊x⌋+ 1

)⌊x⌋+1/(
1 +

1
⌊x⌋+ 1

)
而最右边项可以写成 (

1 +
1
⌊x⌋

)⌊x⌋ (
1 +

1
⌊x⌋

)
.

利用数列极限 limn→∞(1 + 1/n)n = e推出 limx→+∞(1 + 1/x)x = e成立. 当

x → −∞时,令 y = −x → +∞得到(
1 +

1
x

)x
=

(
y

y − 1

)y
=

(
1 +

1
y − 1

)y
=

(
1 +

1
y − 1

)y−1 y
y − 1

→ e.

利用定理3.1.6 (关于 x → ∞的版本)得到 limx→∞(1 + 1/x)x = e. �
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注3.1.13. 公式 (3.1.11)有下列变形:

lim
y→0

(1 + y)
1
y = e, lim

y→∞

(
1 − 1

y

)y
=

1
e

. (3.1.12)

公式 (3.1.10)有下面一个应用:证明

lim
n→∞

[n sin(2πn!e)] = 2π.

回顾极限

e = lim
n→∞ ∑

0≤k≤n

1
k!

= ∑
k≥0

1
k!

.

从而得到

n!e = n! ∑
0≤k≤n

1
k!

n! ∑
k≥n+1

1
k!

.

右边第一项属于 Z而把第二项记作 ϵn → 0.计算可得

1
n + 1

< ϵn =
1

n + 1
+

1
(n + 1)(n + 2)

+ · · · < 1
n + 1

+
1

(n + 1)2 + · · · = 1
n

故

n sin(2πn!e) = n sin(2πϵn) =
sin(2πϵn)

2πϵn

2πϵn
1
n

→ 1 × 2π = 2π. �

§3.1.4 Heine定理

这个定理在数列极限和函数极限之间建立了一座桥梁.

定理3.1.14. (Heine)给定函数 f : U◦(a, ρ) → R, A ∈ R.

lim
x→a

f (x) = A ⇐⇒ ∀ {an}n∈N ⊂ U◦(a, ρ)满足 an → a, 有 lim
n→∞

f (an) = A,

⇐⇒ ∀ {an}n∈N ⊂ U◦(a, ρ)满足 an → a, 有 { f (an)}n∈N收敛.

证: (1) ⇐=: 假设 limx→a f (x) ̸= A,则 ∃ ϵ0 > 0, ∀ δ > 0, ∃ x ∈ U◦(a, δ)

使得 | f (x) − A| ≥ ϵ0. 分别取 δ1 = ρ, δ2 = ρ/2, · · · , δn = ρ/n, · · · , 得到点

列 {xn}n≥1 满足 xn ∈ U◦(a, ρ/n) 和 | f (xn) − A| ≥ ϵ0. 此时 xn → a, 但是

f (xn) 9 A.

=⇒:显然.

(2) =⇒:显然.

⇐=:只要证明任何收敛数列 { f (an)}n≥1都有相同的极限.假设存在数列

{an}n≥1 和 {bn}n≥1 满足 an → a, bn → a，f (an) → A, f (bn) → B,但 A ̸= B.

定义新的数列 {xn}n≥1如下:

x1 := a1, x2 := b1, x3 := a2, x4 := b2, · · · , x2n−1 := an, x2n := bn, · · · .

此时 xn → a但数列 { f (xn)}n≥1发散.矛盾表明必有 A = B. �
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例3.1.15. (1)证明函数 sin 1
x 在 x = 0 处无极限.对数列 xn = 1/nπ 和 yn =

1/(2nπ + π/2)有

sin
1
xn

= 0, sin
1
yn

= 1.

故 sin 1/x在 x = 0处极限不存在.

(2)证明Dirichlet函数在任何点 x ∈ R的极限都不存在. Dirichlet函数定

义为

D(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \ R.

对任意 a ∈ R, ∃ an ∈ Q满足 an → a. 另一方面 ∃ bn ∈ R \ Q满足 bn → a. 所

以 D(an = 1 ̸= 0 = D(bn).

(3)拓扑学家的 sine曲线定义为 X := {(x, sin(1/x)) : x ∈ (0, 1]}. 定义映

射

f : (0, 1] −→ X ⊂ R2, f (x) :=
(

x, sin
1
x

)
.

从而可以证明 X是连通的, X是连通的但不是道路连通的.

定理3.1.16. 函数的Cauchy收敛准则成立:

lim
x→∞

f (x)存在 ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ M > 0, ∀ |x|, |y| > M

| f (x)− f (y)| < ϵ

)
,

lim
x→a

f (x)存在 ⇐⇒
(

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ 0 < |x − a|, |y − a| < δ

| f (x)− f (y)| < ϵ

)
.

证: =⇒: 显然. ⇐=: 利用数列的 Cauchy收敛准则得到对任意 an → ∞,

数列 { f (an)}n∈N收敛.根据 Heine定理得到极限 limx→∞ f (x)存在. �

§3.1.5 Bohr-Mollerup-Artin定理

称函数 F : (a, b) → ∞ (−∞ ≤ a < b ≤ +∞)是凸的如果不等式

F(λx + µy) ≤ λF(x) + µF(y) (3.1.13)

对任意 x, y ∈ (a, b),任意 0 ≤ λ, µ ≤ 1满足 λ + µ = 1,都成立.

如果函数 F本身是 2阶可导,则 F是凸的当且仅当 F′′ > 0. 比如下列函

数

− ln x (0 < x < +∞), |x| (x ∈ (−∞,+∞)), ex (x ∈ (−∞,+∞))

都是凸函数.
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定理3.1.17. (Bohr - Mollerup - Artin)假设函数 f : (0, ∞) → (0, ∞)满足条件:

(i) f (x + 1) = x f (x), (ii) ln f (x)是凸的, (iii) f (1) = 1.

证明函数 f 由下列极限给出

f (x) = lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n)

.

证: (1)首先假设 n ∈ N且 n ≥ 2 x ∈ (0, 1].从条件 (i)和 (iii)得到

f (n) = (n − 1)!.

令

F(x) := ln f (x).

根据条件 (ii)和分解 n + x = x(n + 1) + (1 − x)n得到

F(n + x) ≤ xF(n + 1) + (1 − x)F(n).

所以
F(n + x)− F(n)

x
≤ F(n + 1)− F(n).

另一方面,利用分解 n = x
1+x (n − 1) + 1

1+x (nx)得到

F(n) ≤ x
1 + x

F(n − 1) +
1

1 + x
F(n + x).

所以

(1+ x)F(n) ≤ xF(n− 1)+ F(n+ x) =⇒ F(n)− F(n− 1) ≤ F(n + x)− F(n)
x

.

最后推出

ln(n − 1) ≤ ln[ f (x + n)]− ln[(n − 1)!]
x

≤ ln n

即

ln [(n − 1)x(n − 1)!] ≤ ln[ f (x + n)] ≤ ln [nx(n − 1)!]

或

(n − 1)Px(n − 1)! ≤ f (x + n) = (x + n − 1) · · · (x + 1) f (x) ≤ nx(n − 1)!.

由此得到 f (x)的估计

(n − 1)x(n − 1)!
x(x + 1) · · · (x + n − 1)

≤ f (x) ≤ nx(n − 1)!
x(x + 1) · · · (x + n − 1)

.

等价地,
n

n + x
f (x) ≤ nxn!

x(x + 1) · · · (x + n)
≤ f (x), ∀ n ≥ 1.
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因此结论对任意 x ∈ (0, 1]成立.

(2)对一般的 x > 0 k ∈ N k < x ≤ k + 1 0 < x − k ≤ 1.

f (x − k) = lim
n→∞

nx−kn!
(x − k)(x − k + 1) · · · (x − k + n)

,

f (x) = f (x − 1 + 1) = (x − 1) f (x − 1) = · · ·

= (x − k)(x − k + 1) · · · (x − 1) f (x − k)

= lim
n→∞

nxn!
nkx(x + 1) · · · (x − k + n)

= lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n)

· (x − k + n + 1) · · · (x + n)
nk

= lim
n→∞

nxn!
x(x + 1) · · · (x + n)

. �

§3.2 函数的阶估计

数列中无穷小和无穷大的概念可以平行推广到函数情形.

§3.2.1 无穷小

定义3.2.1. 称函数 f (x)为 (当 x → a时的)无穷小,记作 f (x) = o(1) (当 x → a

时),如果 limx→a f (x) = 0.

在上述定义中,如果把极限过程 x → a换成 x → a+, x → a−, x → −∞,

x → +∞, x → ∞,我们就得到相应的无穷小之概念.

注3.2.2. (1)不失一般性,之后的讨论都围绕极限过程 x → a展开.其它极限过

程可类似地讨论.

(2) limx→a f (x) = A ⇐⇒ f (x)− A = o(1)当 x → a时.

(3) f (x) = o(1) x → a ⇐⇒ | f (x)| = o(1)当 x → a时.

(4) f (x) = o(1), g(x) = o(1)当 x → a时 =⇒ ∀ α, β ∈ R, α f (x) + βg(x) =

o(1)当 x → a时.

(5) f (x) = o(1)当 x → a时,且 g(x)在 (a − δ, a + δ) (∃ δ > 0)内有界 =⇒
f (x)g(x) = o(1)当 x → a时.

例3.2.3. (1) x → 0:

sin x = o(1), tan x = o(1), ax − 1 = o(1) (a > 0).

x → 0+:

xα = o(1) (α > 0), 1 − cos x = o(1).

x → +∞:
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1
xα

= o(1) (α > 0), ax = o(1) (0 < a < 1).

x → ∞:

1
xn = o(1) (n ∈ Z+),

1
x1/3 = o(1).

x → −∞:

ax = o(1) (a > 1).

(2) x → 0:

xex + 3 ln(1 + x) = esin x cos x − 1 = o(1).

x → ∞:

x + sin x
x2 + 5x − 2

=
3x

ex + ln x
=

√
1 + x −

√
x = ln

(
1 +

1
x

)
+

sin x
x

= o(1).

(3)求常数 A和 B满足

lim
x→+∞

(√
x2 + 2x + 5 + Ax + B

)
= 1.

解:根据条件可令√
x2 + 2x + 5 + Ax + B = 1 + α(x), α(x) = o(1) (当 x → +∞).

则

A =
1 + α − B −

√
x2 + 2x + 5

x
= −

√
1 +

2
x
+

5
x2 +

1 − B
x

+
α

x
.

令 x → +∞得到 A = −1从而

B = 1 + α + x −
√

x2 + 2x + 5.

两边再让 x → +∞推出

B = 1 + lim
x→+∞

−2x − 5√
x2 + 2x + 5 + x

= 1 − lim
x→∞

2 + 5
x

1 +
√

1 + 2
x + 5

x2

= 0.

最后得到 A = −1和 B = 0. �

定义3.2.4. 假设函数 u(x), v(x)满足条件 u(x) = v(x) = o(1),当 x → a时.

(1) 定义

u(x) = o(v(x))当 x → a时 ⇐⇒ lim
x→a

u(x)
v(x)

= 0.



§3.2 函数的阶估计 97

(2) 定义

u(x) = O(v(x))当 x → a时 ⇐⇒
∣∣∣∣u(x)

v(x)

∣∣∣∣ ≤ M (∃ M > 0)在 Ů(a, δ)内.

(3) 定义

u(x) ≈ v(x)当 x → a时 ⇐⇒ u(x) = O(v(x))且 v(x) = O(u(x))

当 x → a时

⇐⇒ 0 < m ≤
∣∣∣∣u(x)

v(x)

∣∣∣∣ ≤ M

(∃ 0 < m < M)在 Ů(a, δ)内

(4) 定义

u(x) ∼ v(x)当 x → a时 ⇐⇒ lim
x→a

u(x)
v(x)

= 1.

性质3.2.5. (1) u(x) = v(x) = o(1) 当 x → a 时, 且 limx→a
u(x)
v(x) 存在 =⇒

u(x) = O(v(x))当 x → a时.

(2) u(x) = v(x) = o(1)当 x → a时,且 limx→a
u(x)
v(x) = c ̸= 0 =⇒ u(x) ≈

v(x)当 x → a时.

证:显然成立. �.

定义3.2.6. (1)称函数 u(x)为k阶无穷小 (当 x → a时),如果

u(x) ≈ (x − a)k (k > 0).

(2)称 c(x − a)k 为u(x)的主部 (当 x → a时),如果 c ̸= 0且

u(x) ∼ c(x − a)k, x → a.

在证明性质时,其实我们已经证明了

lim
x→0

1 − cos x
1
2 x2

= 1. (3.2.1)

事实上,
1 − cos x

1
2 x2

=
2 sin2 x

2
1
2 x2

=

[
sin x

2
x
2

]2

→ 12 = 1

当 x → 0时.

例3.2.7. (1) x → 0:

sin x ≈ (x − 0)1, 1 − cos x ≈ (x − 0)2, 1 − cos x ∼ 1
2
(x − 0)2.
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(2) x → 0+:

ln x = o(1), xα(ln x)k = o(1) (α > 0, k ∈ Z+).

(3) x → 0:

sin x ∼ x ∼ tan x ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1 ∼ (1 + x)α − 1
α

(α > 0).

证:先证 x ∼ ln(1 + x):

lim
x→0

ln
(1 + x)

1
x

e
= lim

x→0
ln

[
1 +

(1 + x)
1
x − e

e

]
= ln(1 + 0) = 0.

再证 ex − 1 ∼ x:

lim
x→0

ex − 1
x

= lim
x→0

t
ln(1 + t)

= 1.

最后证 [(1 + x)α − 1]/x ∼ α:

lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= lim
x→0

eα ln(1+x) − 1
x

= lim
x→0

eα ln(1+x) − 1
α ln(1 + x)

· α ln(1 + x)
x

= α. �

性质3.2.8. 假设极限过程都为 x → a.

(1) u(x) = O(v(x)) v(x) = O(w(x)) =⇒ u(x) = O(w(x)).

(2) u(x) = O(v(x)) v(x) = o(w(x)) =⇒ u(x) = o(w(x)).

(3) O(u(x)) + O(v(x)) = O(u(x) + v(x)).

(4) O(u(x))O(v(x)) = O(u(x)v(x)),特别地 O(uk(x)) = O(u(x))k.

(5) o(1)O(u(x)) = o(u(x)).

(6) O(1)o(u(x)) = o(u(x)).

(7) O(u(x)) + o(u(x)) = O(u(x)).

(8) o(u(x)) + o(v(x)) = o(|u(x)|+ |v(x)|).
(9) o(u(x))o(v(x)) = o(u(x)v(x),特别地 o(uk(x)) = o(u(x))k.

(10) u(x) ∼ v(x) v(x) ∼ w(x) =⇒ u(x) ∼ w(x).

(11) u(x) ∼ v(x), w(x) = o(u(x)) =⇒ u(x) ∼ v(x)± w(x).

证:请诸位作为练习自证. �

§3.2.2 无穷大

若 u(x)为无穷小,则把 f (x) = 1/u(x)称为无穷大.下面我们只对极限过

程 x → a时展开讨论.对其余极限情形 x → a+, x → a−, x → +∞, x → −∞,

x → ∞,请诸生自行写出定义.
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定义3.2.9. 假设函数 f (x)定义在 Ů(a, ρ)内,其中 ρ > 0.定义

lim
x→a

f (x) = +∞ ⇐⇒
(

∀ C > 0, ∃ δ > 0, ∀ x ∈ Ů(a, δ)有

f (x) ≥ C.

)
,

lim
x→a

f (x) = −∞ ⇐⇒
(

∀ C > 0, ∃ δ > 0, ∀ x ∈ Ů(a, δ)有

f (x) ≤ −C.

)
,

lim
x→a

f (x) = ∞ ⇐⇒
(

∀ C > 0, ∃ δ > 0, ∀ x ∈ Ů(a, δ)有

| f (x)| ≥ C.

)
.

类似于定义3.2.4,我们可引入如下记号:

(1)若 u(x) → ∞, v(x) → ∞,定义

u(x) = o(v(x)) ⇐⇒ lim
x→a

u(x)
v(x)

= 0.

(2)若 u(x) → ∞, v(x) → ∞,定义

u(x) = O(v(x)) ⇐⇒
∣∣∣∣u(x)

v(x)

∣∣∣∣ ≤ M在 Ů(a, δ)内.

(3)若 u(x) → ∞, v(x) → ∞,定义

u(x) ≈ v(x) ⇐⇒ u(x) = O(v(x))且 v(x) = O(u(x)).

(4)若 u(x) → ∞, v(x) → ∞,定义

u(x) ∼ v(x) ⇐⇒ lim
x→a

u(x)
v(x)

= 1.

性质3.2.10. 性质3.2.8对无穷大也成立.

§3.2.3 等价替换

我们知道当 x → a时, tan x ∼ sin x ∼ x从而导致 tan x − sin x → 0.因此

lim
x→0

(tan x − sin x) = 0.

例3.2.11. 求

lim
x→0

tan x − sin x
x3 .

证: 如果直接把等价关系 sin x ∼ tan x ∼ x带入就会得到极限为 ∞. 但是

实际上

tan x − sin x
x3 =

sin x
cos x

1 − cos x
x3 =

sin x
x

1
cos x

1 − cos x
x2 =

1
2

.
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一个很自然的问题是为何不能直接把等价的量带入然后再求极限?原因在于

在例3.2.11中分母是 x3 从而导致我们要算出分子 tan x − sin x更加准确的估

计,即要算出高阶无穷小.事实上利用以后会学到的Taylor展开我们可以得到

sin x ∼ x − 1
3!

x3, tan x ∼ x +
1
3

x3, tan x − sin x ∼ 1
2

x3, x → 0.

利用上述估计立刻得到极限就是 1/2.�

定理3.2.12. 假设 v(x) ∼ w(x),当 x → a时,是等价无穷小或等价无穷大.则

lim
x→a

u(x)v(x) = A ⇐⇒ lim
x→a

u(x)w(x) = A,

lim
x→a

u(x)
v(x)

= A ⇐⇒ lim
x→a

u(x)
w(x)

= A.

证:利用 u(x)w(x) = u(x)v(x) · w(x)
v(x)

u(x)
w(x) =

u(x)
v(x) ·

v(x)
w(x) 马上得证. �

上述定理告诉我们在乘除运算中, 等价的两个无穷小或无穷大可以互相

替换而不影响最后结果.但是对加减运算则情况很复杂,原因在于你要找到一

个方法使之变成乘除运算从而可以利用定理3.2.12.

例3.2.13. (1)求

lim
x→0

√
1 + x − 3

√
1 + x

ln(1 + 2x)
.

解:因为 ln(1 + 2x) ∼ 2x当 x → 0时成立,所以得到
√

1 + x − 3
√

1 + x
ln(1 + 2x)

∼
√

1 + x − 3
√

1 + x
2x

=
(
√

1 + x − 1)− ( 3
√

1 + x − 1)
2x

.

根据平方差公式得到

(1 + x)1/2 − 1
x

=
(1 + x)− 1

x[(1 + x)1/2 + 1]
=

1
(1 + x)1/2 + 1

∼ 1
2

当 x → 0时.同样利用立方差公式得到

(1 + x)1/3 − 1
x

=
1

(1 + x)2/3 + (1 + x)1/3 + 1
∼ 1

3

当 x → 0时.因此

(1 + x)1/2 − 1 ∼ 1
2

x, (1 + x)1/3 − 1 ∼ 1
3

x, x → 0.

最终极限等于 (1/2 − 1/3)/2 = 1/12. �
(2)求

lim
x→0

√
1 + 2x − 3

√
1 + 3x

x2 .
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解:仿照 (1)得到
√

1 + 2x − 1 ∼ 1
2
× 2x = x, x → 0.

但是 (
√

1 + 2x − 1)/x2 → ∞.故考虑分解
√

1 + 2x − 3
√

1 + 3x =
[√

1 + 2x − (1 + x)
]
−
[

3
√

1 + 3x − (1 + x)
]

.

分别利用平方差公式和立方差公式得到

lim x → 0
√

1 + 2x − (1 + x)
x2 = lim

x→0

−x2

x2[
√

1 + 2x + (1 + x)]

= − lim
x→0

1
1 + x +

√
1 + 2x

= −1
2

,

lim
x→0

3
√

1 + 3x − (1 + x)
x2 = lim

x→0

(1 + 3x)− (1 + x)3

x2[(1 + 3x)2/3 + (1 + 3x)1/3(1 + x) + (1 + x)2]

=
−3
3

= −1.

最后得到极限等于 −1/2 + 1 = 1/2. �
(3)实际上对任何 α > 0有

(1 + x)α −
[

∑
0≤i≤k−1

α(α − 1) · · · (α − i + 1)
i!

xi

]
∼ α(α − 1) · · · (α − k + 1)

k!
xk

(3.2.2)

当 x → 0时.由此我们得到如下断言:

断言: 假设 u(x) − ∑0≤i≤k−1 aixi ∼ akxk 和 v(x) − ∑0≤i≤k−1 aixi ∼
bkxk 当 x → 0时成立,其中 a0, b0, · · · , ak, bk 都是常数且 ak ̸= bk.则

u(x)− v(x) ∼ (ak − bk)xk, x → 0.

证:根据假设条件得到

u(x)− v(x)
(ak − bk)xk =

[u(x)− ∑0≤i≤k−1 aixi]− [v(x)− ∑0≤i≤k−1 bixi]

(ak − bk)xk

=
u(x)− ∑0≤i≤k−1 aixi

akxk · ak
ak − bk

−
v(x)− ∑0≤i≤k−1 bixi

bkxk · bk
ak − bk

∼ ak
ak − bk

− bk
ak − bk

= 1.

即 u(x)− v(x) ∼ (ak − bk)xk. �

比如

(1 + x)1/2 −
[

1 +
1
2

x
]

∼
1
2 (

1
2 − 1)
2

x2 = −1
8

x2,

(1 + x)1/3 −
[

1 +
1
3

x
]

∼
1
3 (

1
3 − 1)
2

x2 = −1
9

x2
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故

(1 + x)1/2 − (12 + x)1/3 ∼
(

1
2
− 1

3

)
x =

1
6

x.

又比如

(1 + 2x)1/2 −
[

1 +
1
2
(2x)

]
∼

1
2 (

1
2 − 1)
2

(2x)2 = −1
2

x2,

(1 + 3x)1/3 −
[

1 +
1
3
(3x)

]
∼

1
3 (

1
3 − 1)
2

(3x)2 = −x2.

故得到

(1 + 2x)1/3 − (1 + 3x)1/3 ∼
(
−1

2
+ 1
)

x2 =
1
2

x2.

(4)求极限 limx→+∞ arccos(
√

x2 + x − x).

解:令 u :=
√

x2 + x − x.由于

lim
x→+∞

u = lim
x→+∞

x
x +

√
x2 + x

=
1
2

得到

lim
x→+∞

arccos(
√

x2 + x − x) = lim
u→ 1

2

arccos u =
π

3
. �

(5)证明 √
x +

√
x +

√
x ∼ x1/2, x → +∞.

证:令 u := (x + x1/2)/x2推出

lim
x→+∞

√
x +

√
x +

√
x

x1/2 = lim
x→+∞

1 +

(
x + x1/2

x2

)1/2
1/2

= lim
u→0

(1 + u1/2)1/2 = 1. �

(6)求下列函数当 x → 0时的主部

sin
(

x +
π

3

)
−

√
3

2
, π − 3 arccos

(
x +

1
2

)
, x → 0.

解:对一个函数有

sin
(

x +
π

3

)
−

√
3

2
= sin

(
x +

π

3

)
− sin

π

3
= 2 cos

( x
2
+

π

3

)
sin

x
2
∼ sin

x
2
∼ x

2

所以函数 sin(x + π/3)−
√

32当 x → 0时的主部是 x/2. 对第二个函数利用

sin(3θ) = 3 sin θ − 4 sin3 θ有

π−3 arccos
(

x +
1
2

)
∼ sin

[
π − 3 arccos

(
x +

1
2

)]
= sin

[
3 arccos

(
x +

1
2

)]
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= 3

√
1 −

(
x +

1
2

)2
− 4

√1 −
(

x +
1
2

)2
3

=

√
1 −

(
x +

1
2

)2
{

3 − 4

[
1 −

(
x +

1
2

)2
]}

∼
√

3
2

(4x + 4x2) ∼ 2
√

3x, x → 0.

所以函数 π − 3 arccos(x + 1/2)当 x → 0时的主部是 2
√

3x. �

例3.2.14. 假设函数 f : (0,+∞) → R满足条件

f (2x) = f (x) 且 f (x) = o(1), x → +∞.

证明 f ≡ 0.

证:任取 x0 ∈ (0,+∞)得到

f (x0) = f (2x0) = f (22x0) = · · · = f (2nx0), ∀ n.

根据 limx→+∞ f (x) = 0和Heine定理,定理3.1.14 (x → +∞的版本),得到

f (x0) = lim
n→∞

f (2nx0) = lim
x→+∞

f (x) = 0.

即对 ∀ x0 > 0有 f (x0) = 0. �

例3.2.15. 假设函数 f (x) 满足条件 f (x) = o(1) 且 f (2x) − f (x) = O(x), 当

x → 0时.则 f (x) = O(x),当 x → 0时.

证: 根据条件 f (2x)− f (x) = O(x)得到 | f (2x)− f (x)| ≤ M|x|, ∃ M > 0,

∀ x ∈ Ů(0, δ), ∃ δ.从而得到∣∣∣ f (x)− f
( x

2

)∣∣∣ ≤ M|x|
2

,
∣∣∣ f ( x

2

)
− f

( x
22

)∣∣∣ ≤ M|x|
22

· · · ,
∣∣∣ f ( x

2n−1

)
− f

( x
2n

)∣∣∣ ≤ M|x|
2n .

把这些不等式加起来并利用基本不等式 |x − y| ≤ |x|+ |y|得到∣∣∣ f (x)− f
( x

2n

)∣∣∣ ≤ M|x| ∑
1≤k≤n

1
2k ≤ M|x|.

利用假设条件 f (x) = o(1)并令 n → ∞推出 | f (x)| ≤ M|x|. 即 f (x) = O(x),

当 x → 0时. �
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§3.3 函数的连续和间断

假设函数 f (x)定义在去心邻域 Ů(a, r)内.称 f 当 x → a时的极限为 A,

如果 ∀ ϵ > 0, ∃ δ ∈ (0, r], ∀ x ∈ Ů(a, δ),有 | f (x)− A| < ϵ.如果函数 f (x)定义

在邻域 U(a, r)内且 A = f (a),我们就得到函数 f (x)在 x = a处连续的定义.

§3.3.1 连续函数

我们那上述的讨论写成如下的定义.

定义3.3.1. 假设函数 f (x)定义在邻域 U(a, r)内.称函数 f (x)在 x = a处连续

如果

lim
x→a

f (x) = f (a),

即 ∀ ϵ > 0, ∃ δ ∈ (0, r], ∀ x ∈ U(a, δ),有

| f (x)− f (a)| < ϵ.

此时 a称为函数 f (x)的连续点.

称函数 f (x)在开区间 (a, b)内连续如果函数 f (x)在任意 x ∈ (a, b)处连

续.

假设函数 f (x)定义在区间 [a, a + r)内.称函数 f (x)在a处右连续如果

f (a+) = lim
x→a+

f (x) = f (a).

假设函数 f (x)定义在区间 (a − r, , a]内.称函数 f (x)在a处左连续如果

f (a−) = lim
x→a−

f (x) = f (a).

称函数 f (x)在闭区间 [a, b]内连续如果 f (x)在开区间 (a, b)内连续,在

a处右连续,且在 a处左连续.

类似地可以定义函数 f (x)在区间 (a, b]或 [a, b)内连续的概念.

例3.3.2. (1)函数 sin x, cos x, ax (a > 0)在 (−∞,+∞)上连续.

(2)函数 f (x)在 a处连续⇐⇒函数 f (x)在 a处即时左连续又是右连续.

(3)函数 f (x)连续 =⇒函数 | f (x)|连续.但是反之不一定成立,比如考察

函数

f (x) :=

{
1
2 x + 1, x ∈ [0, 2],
1
2 x − 1, x ∈ [−2, 0).

(4) f (a) = limx→a f (x) ⇐⇒ ∀ xn → a都有 limn→∞ f (xn) = f (a)成立.
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例3.3.3. (1)

f (x) =

{
x sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0,

在 0处连续.

(2)

f (x) =

{
1−cos x

x2 , x ̸= 0,

1, x = 0,

在 0处不连续.

例3.3.4. 考察函数

f (x) =

{
an + sin(πx), 2n ≤ x ≤ 2n + 1,

bn + cos(πx), 2n − 1 < x < 2n,
n ∈ Z,

求 an 和 bn 使得函数 f (x)在 (−∞,+∞)内连续.

解:因为函数 f (x)在 2n处连续,所以 f (2n−) = f (2n) = f (2n+)从而

bn + 1 = an.

同样根据函数 f (x)在 2n − 1处连续得到

an−1 = bn − 1.

故推出 an = a0 + 2n且 bn = a0 + 2n − 1. �

例3.3.5. (1)定义 (0, 1)上的Riemann函数为

f (x) :=

{
0, x ∈ (0, 1)且为无理数,
1
q , x = p/q ∈ (0, 1) ∩ Q且 (p, q) = 1.

证明函数 f (x)在任意 x ∈ (0, 1)∩Q处不连续,但是在任意 x ∈ (0, 1)∩ (R \Q)

处连续.

证: 令取 x = p/q ∈ (0, 1) ∩ Q. ∃ ϵ0 ∈ (0, 1/q), ∀ δ > 0, ∃ (0, 1)的无理数

x满足 |x − x0| < δ但是

| f (x)− f (x0)| = | f (x0)| =
1
q
> ϵ0.

现在假设 x0 ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q). ∀ ϵ > 0, ∃有限多个 q ∈ N满足 1/q ≥ ϵ.

从而 ∃有限多个 p/q ∈ (0, 1)满足 1/q ≥ ϵ. ∃ δ > 0使得不等式 | p
q − x0| ≥ δ

对有限多个满足条件 1/q ≥ ϵ的 p/q ∈ (0, 1)都成立.从而 ∀ x ∈ (0, 1) ∩ Q只

要 |x − x0| < δ都有 1/q < ϵ,这里 x = p/q;此时得到

| f (x)− f (x0)| = | f (x)| = 1
q
> ϵ.
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当 |x − x0| < δ 且 x ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q) 时, 显然有 | f (x)− f (x0)| = | f (x)| =
0 < ϵ. �

(2)定义函数 f : (0, 1) → R如下

f (x) =

{
x, x ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q),
nx

n+1 , x = m
n ∈ (0, 1) ∩ Q, (m, n) = 1.

证明 f (x)在任意 x ∈ (0, 1) ∩ Q处不连续,但是在任意 x ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q)处

连续.

证:令 x0 = m/n ∈ (0, 1) ∩ Q.则 f (x0) = nx0/(n + 1) = m/(n + 1).取

xk =
km + 1

kn
−→ m

n
= x0

得到

lim
k→∞

f (xk) = lim
k→∞

kn km+1
kn

kn + 1
=

m
n

̸= f (x0).

所以函数 f (x)在 x0处不连续.

如果 x0 ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q), 就和(1) 中证明一样 ∃δ0 > 0 使得对 ∀ x ∈
(0, 1)∩Q且 |x − x0| < δ0都有 1/n < ϵ,这里 x = m/n.取 δ := min(ϵ, δ0) > 0.

∀ x ∈ (0, 1) ∩ Q且 |x − x0| < δ有 1/n < ϵ,这里 x = m/n.进一步

| f (x)− f (x0)| =
∣∣∣∣∣ x
1 + 1

n
− x0

∣∣∣∣∣ = |x − x0 − m
n |

1 + 1
n

≤ |x − x0|
1 + 1

n
+

x0
n

1 + 1
n

< |x − x0|+
x0

n
< δ + ϵx0 < ϵ(1 + x0).

当 x ∈ (0, 1) ∩ (R \ Q)时,有 | f (x)− f (x0)| = |x − x0| < δ < ϵ. 故函数 f (x)

在 x0处连续. �

例3.3.6. 定义函数

f (x) := lim
m→∞

[
lim

n→∞
(cosn(πm!x))

]
, x ∈ R.

证明

f (x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

因此 f (x)就是Dirichlet函数,而且 f (x)处处不连续.

证:简便起见对给定 m, n记

fm,n(x) := cosn(πm!x).

如果 x = p/q ∈ Q,则 ∀ m > q,都有 fm,n(x) = 1从而 f (x) = 1. 如果 x /∈ Q,

由于 | cos(πm!x)| < 1得到 limn→∞ fm,n(x) = 0故 f (x) = 0.函数 f (x)处处不

连续是显然的. �
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注3.3.7. 连续函数满足四则运算法则,比如两个连续函数的相加和相减都是连

续的.

(1) f 在 x0 处连续, g在 x0 处不连续 =⇒ f + g在 x0 处一定不连续,但是

f g在 x0处可能连续.反例如下

f ≡ 0, g(x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0.

(2) f 和 g都在 x0处不连续 =⇒ f + g在 x0处可能连续,比如

f (x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0,

f g在 x0处可能连续,比如

f (x) = g(x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0.

(3) f 在 x0处不连续 =⇒ f 2在 x0处可能连续.

(4) f , g都在 x0 处连续 =⇒ f ∧ g ≡ min( f , g)和 f ∨ g ≡ max( f , g)都连

续.这是因为

f ∧ g =
f + g − | f − g|

2
, f ∨ g =

f + g + | f − g|
2

.

§3.3.2 函数的间断点

称 a是函数 f (x)的间断点,根据定义如果 f (x)在 a处不连续 (此时 f (a)

是有定义的)或者 f (x)在 a处没有定义.

定义3.3.8. 假设 a是 f (x)的间断点.

(1) a是第一类间断点: f (a−)和 f (a+)都存在.

(1a) a是可去间断点如果 f (a+) = f (a−): 要么 f (a)没有定义但是

f (a+) = f (a−),此时我们可以延拓定义得到一个连续函数 F:

F(x) :=

{
f (x), x ̸= a,

f (a+) = f (a−), x = a;

要么 f (a)有定义但是 f (a+) = f (a−) ̸= f (a).

(1b) a是跳跃间断点如果 f (a+) ̸= f (a−): 此时把 | f (a+)− f (a−)|
称为函数 f 在 a处的跃度.

(2) a是第二类间断点: f (a+), f (a−)中至少有一个不存在.
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例3.3.9. (1) 0是如下函数的跳跃间断点:

f (x) = sgn(x) =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

(2) k ∈ Z是函数 f (x) = ⌊x⌋的跳跃间断点.

(3) −1是函数 f (x) = x/(1 + x)2的第二类间断点.

(4) −1是函数 f (x) = (1 + x)/(1 + x3)的可去间断点.

(5) 0和 kπ分别是函数 f (x) = x/ sin x的可去间断点和第二类间断点.

(6) k ∈ Z是函数 f (x) = x − ⌊x⌋的跳跃间断点.

(7) 0和 1/k分别是函数 f (x) = 1/x − ⌊1/x⌋的第二类间断点和跳跃间断
点.

(8)函数 f (x) = ⌊x⌋ sin(πx)处处连续.

(9) x ̸= k ∈ Z是如下函数

f (x) =

{
sin(πx), x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

的第二类间断点.

注3.3.10. 单调函数 f : (a, b) → R的不连续点只能是跳跃间断点.

证: 不是一般性不妨假设函数 f (x)是递增函数且 c ∈ (a, b)是间断点. 对

任意 a < c1 < c < c2 < b,根据单调性得到

f (c1) ≤ f (c) ≤ f (c2).

从而 f (c−) ≤ f (c) ≤ f (c+).如果 f (c−) = f (c+)则 f (x)在 c处连续,产生矛

盾.因此 f (c−) ̸= f (c+)实际上 f (c−) < f (c+). �

定理3.3.11. 单调函数的间断点构成的集合是可数的.

证: 不失一般性不妨假设函数 f (x)单调且定义在开区间 I ⊂ R内.如果

x1 < x2是函数 f (x)的间断点,根据注3.3.10得到

f (x1 − 0) ≤ f (x1) ≤ f (x1 + 0) < f (x2 − 0) ≤ f (x2) ≤ f (x2 + 0).

所以

Ix1 := ( f (x1 − 0), f (x1 + 0)) ̸= ∅ =⇒ ∃ r1 ∈ Q ∩ Ix1 ,

Ix2 := ( f (x2 − 0), f (x2 + 0)) ̸= ∅ =⇒ ∃ r2 ∈ Q ∩ Ix2 ,

Ix1 ∩ Ix2 = ∅ =⇒ r1 < r2.

令 X := { f (x)的间断点}并定义

F : X −→ Q, x 7−→ rx.

所以 F是单的,故 |X| ≤ |Q|.因此 X是可数的. �
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§3.3.3 连续函数的性质

这一小节我们讨论闭区间上连续函数的几个重要性质.

定理3.3.12. (有界性)如果函数 f 在闭区间 [a, b]上连续,则 f 必有界.

证: 否则的话, f 在 [a, b]上无界. ∀n ∈ N, ∃ xn ∈ [a, b]满足 | f (xn)| ≥ n.

但是数列 {xn}n≥1 有界, ∃ [a, b] 内某个收敛子列 {xnk}k≥1. 记 limk→∞ xnk =

c ∈ [a, b]. 根据函数 f 的连续性得到 f (c) = limk→∞ f (xnk ),这和 f (xn) → ∞

产生矛盾. �

注3.3.13. (1)在定理3.3.12中,我们假设函数 f 要定义在闭区间上,这是因为如

果函数 f 定义在开区间 (a, b)内则极限 c = limk→∞ xnk 可能是端点 a或 b,但

此时 f (c)不一定有定义.

(2)函数 f 在 (a, b)内连续 =⇒ f 在任意闭区间 [c, d] ⊂ (a, b)上有界,但

不一定在 (a, b)内有界,比如函数 f (x) = 1/x, 0 < x < 1.

定理3.3.14. (Weierstrass 最值定理) 如果函数 f 在闭区间 [a, b] 上连续, 则

∃ ξ, η ∈ [a, b]满足不等式 f (ξ) ≤ f (x) ≤ f (η)对 ∀ x ∈ [a, b]都成立.

证:不失一般性不妨只证明 ∃ η ∈ [a, b]使得 f (x) ≤ f (η)对任意 x ∈ [a, b]

都成立. 根据定理3.3.12得到 M := supx∈[a,b] f (x)存在. 假设 M > f (x)对任

意 x ∈ [a, b]都成立.定义

F(x) :=
1

M − f (x)
> 0, x ∈ [a, b].

则 F 在 [a, b] 上连续. 再次利用定理3.3.12 得到 0 < F(x) ≤ K, ∀ a ≤ x ≤ b,

∃ K > 0.故

f (x) ≤ M − 1
K

, ∀ x ∈ [a, b]

但这和 M的定义发生矛盾.所以 M = f (η)对某个 η ∈ [a, b]成立. �

定义3.3.15. 闭区间构成的数列 {[an, bn]}n≥1称为闭区间套如果

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] (∀ n ≥ 1), lim
n→∞

(bn − an) = 0.

定理3.3.16. 如果 {[an, bn]}n≥1是闭区间套则 ∃! ξ ∈ R满足

an ≤ ξ ≤ bn (∀ n ≥ 1), lim
n→∞

an = ξ = lim
n→∞

bn.

证:参见定理2.3.11的证明. �

注3.3.17. (1)定理3.3.16不一定成立如果把闭区间 [an, bn]换成开区间 (an, bn),

比如 {(0, 1/n)}n≥1.

(2)可以证明Zorn引理,定理2.3.1,定理2.3.11,定理2.3.15,定理3.3.16互相

等价.
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现在我们引入记号

f ∈ C(I)

这是表明函数 f 在区间 I上连续.

定理3.3.18. (Bolzano-Cauchy介值定理) (1)假设 f ∈ C[a, b]且 f (a) f (b) < 0

(或 f (a) f (b) ≤ 0),则 ∃ ξ ∈ (a, b) (或 ∃ ξ ∈ [a, b])满足 f (ξ) = 0.

(2)假设 f ∈ C[a, b], M f := max[a,b] f , m f := min[a,b] f ,则 ∀ µ ∈ (m f , M f )

存在 ξ ∈ (a, b)满足 f (ξ) = µ. 一般地,假设 f (a) < µ < f (b),则存在 ∃ ξ ∈
(a, b)满足 f (ξ) = µ.

证:不失一般性不妨假设 f (a) < 0 < f (b).假设 f (x) ̸= 0对任何 a < x <

b都成立. 若 f ((a + b)/2) > 0,取 a1 = a, b1 = (a + b)/2;若 f ((a + b)/2) < 0,

取 a1 = (a + b)/2, b1 = b. 总之在任何情形下均有不等式 f (a1) < 0 < f (b1)

成立. {[an, bn]}n≥1,

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], f (an) < 0 < f (bn), lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

b − a
2n = 0.

根据定理3.3.16 ∃ ξ ∈ [a, b]满足 limn→∞ an = ξ = limn→∞ bn.因此

0 ≥ lim
n→∞

f (an) = f (ξ) = lim
n→∞

f (bn) ≥ 0.

(2)由定理3.3.14 ∃ ξ1, ξ2 ∈ [a, b]满足 f (ξ1) = m f 和 f (ξ2) = M f . 不失一

般性不妨假设 ξ1 < ξ2.定义

F(x) := f (x)− µ.

则 f (ξ1) = m f − µ < 0且 f (ξ2) = M f − µ ≥ 0成立. 由 (1) ∃ ξ ∈ [ξ1, ξ2]使得

F(ξ) = 0成立.即 µ = f (ξ). �

推论3.3.19. (1) f ∈ C[a, b] =⇒ f ([a, b]) = [m f , M f ].

(2)如果 I是区间,则 f ∈ C(I) =⇒ f (I)也是区间.

(3) f ∈ C(I) =⇒ f 严格单调当且仅当 f−1存在.

(4) f : [a, b] → [a, b]连续 =⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足 f (ξ) = ξ.

: (1) m f = M f =⇒ f 为常数=⇒ f ([a, b]) = [m f , M f ].所以假设 m f < M f .

根据定理3.3.14 ∃ ξ, η ∈ [a, b]使得

f (ξ) = m f , f (η) = M f

成立. 由定理3.3.18, ∀ µ ∈ [m f , M f ], ∃ x ∈ [a, b]满足 f (x) = µ =⇒ [m f , M f ] ⊂
f ([a, b]) ⊂ [m f , M f ].

(2)若 f 为常数,则 f (I)为一点故必是区间.现在假设 f 不是常数. ∀ y1 <

y2 且 y1, y2 ∈ f (I),我们将证明 [y1, y2] ⊂ f (I). 令 f (x1) = y1 < y2 = f (x2).
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根据定理3.3.18, ∀ y ∈ (y1, y2), ∃ x ∈ (x1, x2)满足 f (x) = y =⇒ [y1, y2] ⊂ f (I)

=⇒ f (I)是区间.

(3) =⇒:显然.

⇐=:假设函数 f 可逆且 x1 < x2. 则首先可得到 f (x1) ̸= f (x2). 不失一般

性不妨假设 f (x1) < f (x2). 我们将证明 f 在区间 [x1, x2]上严格递增.否则的

话, ∃ x′ < x′′满足 x′, x′′ ∈ [x1, x2]且 f (x′) ≥ f (x′′).

情形 1: f (x′′) < f (x1). 此时 f (x′′) < f (x1) < f (x2). 根据定理3.3.18

∃ ξ ∈ (x′′, x2)使得 f (ξ) = f (x1)成立,矛盾!

情形 2: f (x′′) > f (x1). 此时 f (x1) < f (x′′) < f (x′) =⇒ ∃ ξ ∈ (x1, x′)使

得 f (ξ) = f (x′′)成立,矛盾!

(4)定义 F(x) := f (x)− x, a ≤ x ≤ b. 从 F(a)F(b) ≤ 0, ∃ ξ ∈ [a, b]满足

F(ξ) = 0. �

例3.3.20. (1)任意定义在 (−∞,+∞)上的奇数次多项式至少有一个根.

证:令此奇数次多项式为

P(x) := a0x2n−1 + a1x2n−2 + · · ·+ a2n−2x + a2n−1, a0 ̸= 0.

不失一般性不妨假设 a0 > 0.根据极限

lim
x→∞

P(x)
x2n−1 = a0 > 0

得到 ∃ x1 < 0 < x0满足

P(x1)

x2n−1
1

> 0,
P(x2)

x2n−1
2

> 0.

从而 x2n−1
1 < 0 < x2n−1

2 =⇒ P(x1) < 0 < P(x2) =⇒ P(ξ) = 0 对某个

ξ ∈ (x1, x2)成立. �

(2) limx→X f (x) = α > 0, limx→X g(x) = β ∈ R =⇒ limx→X [ f (x)]g(x) =

αβ. 这里 x → X可以是下列极限过程之一: x → a, x → a−, x → a+, x → ∞,

x → −∞, x → +∞.

证:根据复合函数性质得到

lim
x→X

[ f (x)]g(x) = lim
x→X

eg(x) ln f (x) = elimx→X g(x) ln f (x) = eβ ln α = αβ. �

(3) f ∈ C[0, 1], f ≥ 0, f (0) = f (1) = 0, 0 < a < 1 =⇒ ∃ x0 ∈ [0, 1]使得

f (x0) = f (x0 + a)和 0 ≤ x0 + a ≤ 1都成立.

证:令 F(x) := f (x)− f (x + a).则 F ∈ C[0, 1− a]且 F(0) = f (0)− f (a) =

− f (a) ≤ 0, F(1 − a) = f (1 − a)− f (1) = f (1 − a) ≥ 0. 从而 ∃ x0 ∈ [0, 1 − a]

满足 F(x0) = 0. �
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(4) f ∈ C[0, 1], f (0) = 0, f (1) = 1 =⇒ ∃ ξ ∈ [ 1
3 , 1) f (ξ − 1

3 ) = f (ξ)− 1
3 .

证:令 F(x) = f (x − 1
3 )− f (x) + 1

3 .则 F ∈ C[1/3, 1]且

F(1/3) = f (0)− f (1/3) +
1
3

=
1
3
− f (1/3),

F(1) = f (2/3)− f (1) +
1
3

= f (2/3)− 2
3

,

F(2/3) = f (1/3)− f (2/3) +
1
3

.

上述三式相加得到

F(1/3) + F(2/3) + F(1) = 0.

如果 F(2/3) = 0,则 ξ = 2/3. 如果 F(2/3) ̸= 0,则不妨假设 F(2/3) > 0. 此

时 F(1/3) + F(1) < 0. 如果 F(1/3) < 0,则存在 ξ ∈ (1/3, 2/3)使得 F(ξ) = 0

成立;如果 F(1/3) = 0则取 ξ = 1/3;如果 F(1/3) > 0,必有 F(1) < 0从而存

在 ξ ∈ (1/3, 1)使得 F(ξ) = 0成立. 无论哪种情形,都存在 ξ ∈ [1/3, 1)使得

F(ξ) = 0成立. �

(5) f ∈ C(−∞,+∞), limx→+∞ f (x) = +∞, limx→−∞ f (x) = +∞ =⇒
∃ x0 ∈ (−∞,+∞)满足 f (x0) = inf(−∞,+∞) f (x).

证: limx→−∞ f (x) = +∞ =⇒ ∃ a < 0使得 f (x) > f (0)对任意 x < a都

成立. limx→+∞ f (x) = +∞ =⇒ ∃ b > 0使得 f (x) > f (0)对任意 x > b都成

立.在闭区间 [a, b]上, ∃ x0 ∈ [a, b]使得 f (x0) = min[a,b] f 成立.从而

f (x0 ≤ f (0) ≤ f (x), ∀ x ∈ (−∞,+∞) \ [a, b].

故 f (x0) = inf(−∞,+∞) f . �

(6) f ∈ C[a, b], 且 ∀ x ∈ [a, b] ∃ t ∈ [a, b] 满足 | f (t)| ≤ | f (x)|/2 =⇒
∃ x0 ∈ [a, b]使得 f (x0) = 0成立.

证: 否则的话, ∀ x ∈ [a, b] 都有 | f (x)| > 0. f ∈ C[a, b] =⇒ | f | ∈ C[a, b]

=⇒ ∃ x0 ∈ [a, b] | f (x0)| = min[a,b] | f | > 0 =⇒ ∃ t0 ∈ [a, b] 满足 | f (t0)| ≤
1
2 | f (x0)| = 1

2 min[a,b] | f | ≤ 1
2 | f (t0)|.因此 | f (t0)| = 0,矛盾! �

(7) f ∈ C[a, b], t, s > 0 =⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足

t f (a) + s f (b) = (t + s) f (ξ).

证:令 F(x) := t f (a) + s f (b)− (t + s) f (x).则

F(a) = s[ f (b)− f (a)], F(b) = t[ f (a)− f (b)], F(a)F(b) ≤ 0.

故 ∃ ξ ∈ [a, b]满足 F(ξ) = 0. �
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(8) f ∈ C[0, 1], f (0) = f (1) =⇒ ∀ n ≥ 1, ∃ xn ∈ (0, 1) 满足 f (xn) =

f (xn +
1
n ).

证:令 F(x) := f (x)− f (x + 1
n )得到

F
(

k
n

)
= f

(
k
n

)
− f

(
k + 1

n

)
, 0 ≤ k ≤ n − 1.

从而

∑
0≤k≤n−1

F
(

k
n

)
= f (0)− f (1) = 0.

如果 ∃ k满足 F(k/n) = 0,取 xn = k/n. 如果 ∀ k都有 F(k/n) ̸= 0 ∃ k1 < k2

满足 F(k1/n)F(k2/n) < 0 =⇒ ∃ xn ∈ (k1/n, k2/n)满足 F(xn) = 0. �

(9) f : [a, b] → [a, b], ∃ k > 0 | f (x)− f (y)| ≤ L|x − y| (∀ a ≤ x, y ≤ b) =⇒

(a) f 连续.

(b) ∃ ξ ∈ [a, b]满足 f (ξ) = ξ.

(c) 如果 0 ≤ L < 1, xn+1 := f (xn),其中 x0 ∈ [a, b]给定,则 limn→∞ xn = ξ.

证: (a)和 (b)之前都已经证明.下面证明 (c).根据条件得到

|xn+1 − xn| = | f (xn)− f (xn−1)| ≤ L|xn − xn−1| ≤ · · · ≤ Ln|x1 − x0|.

故对 ∀ q > p,

|xq − xp| ≤ ∑
p≤k≤q−1

|xk+1 − xk| ≤ ∑
p≤k≤q−1

Lk|x1 − x0| ≤ |x1 − x0|
Lp

1 − L

从而 {xn}n≥0是Cauchy数列 =⇒ x := limn→∞ xn 存在且

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f (xn−1) = f (x), |x − ξ| = | f (x)− f (ξ)| ≤ L|x − ξ|.

但是 0 ≤ L < 1,得到 x = ξ. �

(10) f , g ∈ C[a, b], 且 ∀ n ≥ 1, ∃ xn ∈ [a, b] 满足 g(xn) = f (xn+1) =⇒
∃ x0 ∈ [a, b] f (x0) = g(x0).

证: 因为数列 {xn}n≥1 有界,从而存在 {xn}n≥1 的某个收敛子列,不妨假

设这个收敛子列就是数列 {xn}n≥1 本身. 则极限 x0 := limn→∞ xn 存在, 故

f (x0) = g(x0). �

(11)证明多项式 x3 + 2x − 1 = 0在 (−∞,+∞)内只有一个实根 ξ 且 ξ ∈
(0, 1).
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证:令 f (x) := x3 + 2x − 1 ∈ C(−∞,+∞).计算得到

f (0) = −1 < 0, f (1) = 1 + 2 − 1 = 2 > 0.

从而存在 x0 ∈ (0, 1)满足 f (x0) = 0.但是 ∀ x < y

f (y)− f (x) = (y3 − x3) + 2(y − x) = (y − x)

[(
y +

1
2

x
)2

+
3
4

x2 + 2

]
> 0

推出函数 f 严格单调递增 =⇒ ∃! ξ ∈ (0, 1)满足 f (ξ) = 0. �

(12) f ∈ C(−∞,+∞), 且等式 f ( f (x)) = x 对任何 x 成立 ⇒ ∃ ξ ∈
(−∞,+∞)满足 f (ξ) = ξ.

证: 否则的话, ∀ x ∈ (−∞,+∞)我们有 f (x) ̸= x. 若 ∃ x0 ∈ (−∞,+∞)使

得 f (x0) > x0 成立,则 ∀ x ∈ (−∞,+∞)必有 f (x) > x. 如若不然存在 x1 满

足 f (x1) < x1 ⇒ ∃ ξ 使得 f (ξ) = ξ 成立,矛盾! 类似地,若 f (x0) < x0 对某个

x0 ∈ (−∞,+∞)成立,必有 f (x) < x对任何 x成立.

不失一般性不妨假设 f (x) > x.则

f (x) < f ( f (x)) = x < f (x),

矛盾!从而说明存在 ξ满足 f (ξ) = ξ. �

性质3.3.21. 假设 f ∈ C[a, b].证明

m f (x) := inf
a≤y≤b

f (y), M f (x) := sup
a≤y≤x

f (y)

在 [a, b]上都连续.

证:不失一般性不妨只证明 m f 是连续的.

(1) m f 在 a处右连续.观察到 m f (a) = f (a). ∀ ϵ > 0,由于 f 在 a处右连

续,所以 ∃ δ > 0不等式 | f (x)− f (a)| < ϵ对任何 a ≤ x < a + δ都成立.因此

f (x) > f (a)− ϵ = m f (a)− ϵ.

特别地, ∀ a ≤ y ≤ x < a + δ,

m f (a)− ϵ < f (y) =⇒ m f (a)− ϵ ≤ m f (x) ≤ m f (a).

故不等式 |m f (x)− m f (a)| < ϵ对任何 a ≤ x < a + δ都成立.

(2) m f 在 b 处左连续. f ∈ C[a, b] ∃ ξ ∈ [a, b] 满足 f (ξ) = min[a,b] f =

m f (b).首先假设 ξ = b. ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0,有

| f (x)− f (b)| < ϵ, b − δ < x < b,
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推出

f (x) < f (b) + ϵ = m f (b) + ϵ, b − δ < x < b.

所以不等式 m f (x) ≤ m f (b) + ϵ 对任何 b − δ < x < b 都成立 ⇒ |m f (x) −
m f (b)| < ϵ ⇒ limx→b− m f (x) = m f (b).

现在假设 m f (b) = f (ξ)对某个 a ≤ ξ ≤ b成立⇒ ∀ x ∈ (a, b),有

m f (x) = inf
[a,x]

f ≤ f (ξ) = m f (b) ≥ inf
[a,b]

f = m f (b).

所以 m f (x) = m f (b) ⇒ m f 在 b处左连续.

(3) m f 在 (a, b)内连续.证明已经蕴含在 (1)和 (2)中. �

例3.3.22. f ∈ C[a, b], x1, · · · , xn ∈ [a, b] ⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足

f (ξ) =
1
n ∑

1≤k≤n
f (xk).

证: 因为不等式 m f ≤ f (xk) ≤ M f 对任何 1 ≤ k ≤ n 都成立 ⇒ m f ≤
1
n ∑1≤k≤n f (xk) ≤ M f .根据定理3.3.18得到 ∃ ξ使得 f (ξ) = 1

n ∑1≤k≤n f (xk)成

立. �

§3.3.4 一致连续

回顾下函数在一点连续的定义:

lim
x→x0

f (x) = f (x0) ⇐⇒


∀ ϵ > 0, ∃ δ = δ(x0, ϵ) > 0满足

| f (x)− f (x0)| < ϵ

只要 |x − x0| < δ


我们自然会问:

在定义中可否找到 δ使得它仅仅依赖于 x0本身?

先来考察如下的例子.令 f (x) = sin x, x ∈ (−∞,+∞).计算得到

| f (x)− f (x0)| = | sin x − sin x0| =
∣∣∣∣2 sin

x − x0

2
cos

x + x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣sin

x − x0

2

∣∣∣∣ .

只要 |x − x0| < δ = ϵ充分小 (其实只要小于 π/4即可),有 | f (x)− f (x0)| ≤
|x − x0| < ϵ = δ.此时我们只要取 δ = ϵ.

定义3.3.23. 函数 f : I → R称为一致连续的,如果 ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ x, y ∈ I

满足 |x − y| < δ,都有

| f (x)− f (y)| < ϵ

成立.
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注3.3.24. (1)一致连续 =⇒连续.

(2) f 在 I 上不是一致连续 ⇐⇒ ∃ ϵ0 > 0, ∀ δ > 0, ∃ x0, y0 ∈ I 满足

|x0 − y0| < δ,但是 | f (x0)− f (y0)| ≥ ϵ0.

(3)说函数 f 是一致连续的一定要讲明定义域.比如函数 f (x) = 1/x 在

(0,+∞)上不是一致连续 (见例3.3.25 (2))但是在 [1, 2]上却一致连续.

例3.3.25. (1)函数 f (x) = sin x在 (−∞,+∞)上是一致连续的.

(2)函数 f (x) = 1/x在 (0,+∞)上不是一致连续的.

证: ∃ ϵ0 = 1, ∀ δ > 0, ∃ x0 = min{1/2, δ}, y0 = x0/2, 满足 |y0 − x0| =
x0/2 < δ但是 | f (x0)− f (y0)| = 1/x0 ≥ 2 > 1 = ϵ0. �

(3)函数 f (x) = sin 1
x 在 (0,+∞)上不是一致连续的.

证: 取 xn = 1/2nπ和 yn = 1/(2nπ + π/2),得到 |xn − yn| = 1/[2n(4n +

1)π]但是 | f (xn)− f (yn)| = |0 − 1| = 1. �
(4)给定函数 f : I → R和常数 0 < α ≤ 1.如果 ∃ M > 0满足如下不等式

| f (x)− f (y)| ≤ M|x − y|α, ∀ x, y ∈ I,

则称函数 f 是Hölder连续的并记作 f ∈ Cα(I). 证明 f ∈ Cα(I) =⇒ f 是一致

连续的.

证: ∀ ϵ > 0, ∃ δ = (ϵ/M)1/α ⇒ | f (x)− f (y)| < ϵ对任何 |x − y| < δ都成

立. �

定理3.3.26. 假设函数 f , g在区间 I上都是一致连续的⇒

(a) 对任意常数 α, β ∈ R, α f + βg在 I上是一致连续的.

(b) f , g在 I上有界⇒ f g在 I上是一致连续的.

(c) f 在 I 上有界,且 ∃ ϵ0 > 0满足 g ≥ ϵ0 对任意 x ∈ I 都成立⇒ f /g在 I

上实际一致连续的.

证:请读者自证. �

定理3.3.27. (Cantor) f ∈ C[a, b] ⇒ f 在 [a, b]上是一致连续的.

证: 否则 ∃ δ0 > 0, ∃ {xn}n≥1, {yn}n≥1 ⊂ [a, b], 满足 xn − yn → 0 但是

| f (xn) − f (yn)| ≥ ϵ0. 由于 {yn}n≥1 有界, 可以找到收敛子列 {ynk}k≥1 满足

ynk → y0 ∈ [a, b].取 xnk := ynk + (xnk − ynk ) → y0 + 0 = y0得到

0 < ϵ0 ≤ | f (xnk )− f (ynk )| → | f (y0)− f (y0)| = 0.

矛盾表明函数 f 在 [a, b]上是一致连续的. �

如下定理给出了函数一致连续的其它充要条件.
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定理3.3.28. (1)函数 f 在区间 I上一致连续⇔ ∀ {xn}n≥1, {yn}n≥1 ⊂ I只要满

足 limn→∞(xn − yn) = 0都有 limn→∞[ f (xn)− f (yn)] = 0成立.

(2) (Paine, 1968) 函数 f 在区间 I 上一致连续 ⇔ ∀ ϵ > 0, ∀ x, y ∈ I,

∃ P ∈ R满足

| f (x)− f (y)| < ϵ 只要
| f (x)− f (y)|

|x − y| > P (x ̸= y).

(3)函数 f 在区间 (a, b) (−∞ < a < b < +∞)上一致连续⇔ ∀ Cauchy数

列 {xn}n≥1 ⊂ (a, b), { f (xn)}n≥1也是Cauchy数列.

证: (1) ⇒: ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, 有不等式 | f (x) − f (y)| < ϵ 成立只要

|x − y| < δ. 对上述 ϵ > 0和 δ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n > N,有 |xn − yn| < δ ⇒
| f (xn)− f (yn)| < ϵ.

⇐: 否则的话存在两个数列 {xn}n≥1 和 {yn}n≥1 满足 xn − yn → 0,但是

| f (xn)− f (yn)| ≥ ϵ0.

(2) ⇐: 任给 ϵ > 0,当 P ≤ 0时, | f (x)− f (y)| < ϵ对任意 x, y ∈ I都成立.

当 P > 0时,取 δ = ϵ/P.

⇒:否则的话 ∃ ϵ0 > 0, ∃ x0, y0 ∈ I, ∀ P ∈ R,有

| f (x0)− f (y0)| ≥ ϵ0,
∣∣∣∣ f (x0)− f (y0)

x0 − y0

∣∣∣∣ > P.

记 α := | f (x0)− f (y0)| ≥ ϵ0. 存在自然数 k ≥ 2满足 (k − 1)ϵ0 ≤ α < kϵ0. 令

β := α/(k − 1) ⇒ ϵ0 ≤ β < kϵ0/(k − 1) ≤ 2ϵ0. 不失一般性不妨假设 x0 < y0

且 f (x0) < f (y0).从

f (x0) < f (x0) + β < f (x0) + α ≤ f (y0)

得到 ∃ x1 ∈ (x0, y0)满足 f (x1) = f (x0) + β ⇒

f (x1) < f (x1) + β = f (x0) + 2β ≤ f (y0) + 2β − α.

当 2β − α ≤ 0 时 (即 k ≥ 3), 得到 f (x1) < f (xn) + β ≤ f (y0). 所以 ∃ x2 ∈
(x1, y0)满足 f (x2) = f (x1) + β. 一般情形下 ∀ 2 ≤ ℓ ≤ jk, ∃ xℓ−1 ∈ (xℓ−2, y0)

满足 f (xℓ−1) = f (xℓ−2) + β.定义 xk := y0推出

f (xk)− f (xk−1) = f (y0)− [ f (xk−2) + β] = f (x0) + α − f (xk−2)− β

= [ f (x0)− f (xk−2)] + (α − β) = − ∑
2≤ℓ≤k−1

[ f (xℓ−1)− f (xℓ−2)] + (α − β)

= (α − β)− ∑
2≤ℓ≤k−1

β = α − β − (k − 2)β = α − (k − 1)β = 0.

做为推论得到

f (xℓ)− f (xℓ − 1) = β (1 ≤ ℓ ≤ k), xℓ − xℓ−2 ≥ δ (∃ δ > 0).
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故 ∣∣∣∣ f (x0)− f (y0)

x0 − y0

∣∣∣∣ = | f (x0)− f (xk)|
|x0 − xk|

≤ kβ

kδ
=

β

δ
<

2ϵ0

δ
= P.

发生矛盾!

(3) ⇒: 假设函数 f 在 (a, b) 上是一致连续且 {xn}n≥1 是Cauchy 数列.

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ x, y ∈ (a, b) 满足 |x − y| < δ, 都有 | f (x)− f (y)| < ϵ 成

立. 对这个 δ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ m, n > N,有不等式 |xm − xn| < δ成立. 因此有

| f (xm)− f (xn)| < ϵ ⇒ { f (xn)}n≥1也是Cauchy的.

⇐: 假设函数 f 不是一致连续的. ∃ ϵ0 > 0, ∃ x′n, y′n ∈ (a, b) 满足 |x′n −
y′n| < 1/n,但是 | f (x′n)− f (y′n)| ≥ ϵ0. 由于 (a, b)是有界的,存在 {x′n}n≥1 的

收敛子列 {x′nk
}k≥1;令 x = limk→∞ x′nk

⇒ x = limk→∞ y′nk
.取

x1 = x′n1
, x2 = y′n1

, x3 = x′n2
, x4 = y′n2

, · · · , x2k−1 = x′nk
, x2k = y′nk

, · · · .

则得到Cauchy数列 {xk}k≥1,但是 | f (x2k−1)− f (x2k)| ≥ ϵ0 ⇒ { f (xk)}k≥1 不

是Cauchy数列. �

定义3.3.29. 假设函数 f 在邻域 U(x0, ρ)内有定义,其中 ρ > 0.定义

ω f (x0, r) := sup{| f (x)− f (y)| : x, y ∈ U(x0, r)}, 0 < r < ρ. (3.3.1)

∀ r1 < r2 ∈ (0, ρ),有

0 < ω f (x0, r1) ≤ ω f (x0, r2).

故可定义

ω f (x0) := lim
r→0+

ω f (x0, r). (3.3.2)

当函数 f 定义在 [x0, x0 + ρ)或 (x0 − ρ, x0]内时,也可以类似定义 ω f (x0).

另一方面 ω f (x0)可以为 +∞.比如对函数

f (x) =

{
1/x, x > 0,

0, x = 0,

ω f (0) = +∞.

例3.3.30. 考察函数

f (x) =

{
sin 1

x , x > 0,

0, x = 0.

显然有 ω f (0) ≤ 2.取 an = 1/(2nπ + π/2)和 bn = 1/(2nπ − π/2)得到

| f (an)− f (bn)| = |1 − (−1)| = 2.

因此 ω f (0) = 2.
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定理3.3.31. (1)函数 f 在 x0处连续⇔ ω f (x0) = 0.

(2)函数 f 在区间 I上一致连续⇔ limr→0+ ω f (r) = 0.

证: (1) ⇒: ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ x ∈ U(x0, δ),有

| f (x)− f (x0)| < ϵ/2.

∀ 0 < r ≤ δ, ∀ x, y ∈ U(x0, r),得到

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− f (x0)|+ | f (y)− f (x0)| <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

因此 ω f (x0, r) ≤ ϵ ⇒ ω f (x0) = 0.

⇐: 假设 ω f (x0) = 0. ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ 0 < r ≤ δ,有 ω f (x0, .r) < ϵ ⇒
| f (x)− f (y)| < ϵ对 ∀ x, y ∈ U(x0, r)都成立. 特别地 | f (x)− f (x0)| < ϵ对任

何 x ∈ U(x0, δ)都成立.

(2)根据定义可得. �

注3.3.32. (1)函数 f 在闭区间 [a, b]上连续⇔函数 f 在闭区间 [s, b]上一致连

续.

(2)函数 f 在开区间 (a, b)上一致连续⇒函数 f 在开区间 (a, b)上连续.

但是反之则不一定成立.

接下来我们给出连续函数在开区间上一致连续的充要条件.

定理3.3.33. 给定连续函数 f ∈ C(a, b) ⇒函数 f 在 (a, b)上一致连续当且仅当

极限 limx→a+ f (x)和 limx→b− f (x)都存在.

证: ⇒:根据定理3.1.16.

⇐:令 A := limx→a+ f (x)和 B := limx→b− f (x).定义

F(x) :=


A, x = a,

f (x), a < x < b,

B, x = b.

则 F ∈ C[a, b] ⇒ F是一致连续的⇒ f 在 (a, b)上一致连续. �

注3.3.34. (1)连续 +有界;一致连续:函数 f (x) = sin(x2)在 [0,+∞)上连

续且有界. ∃ ϵ0 = 1/2, ∀ δ > 0, ∃ n0 ∈ N 满足 1√
n0

< δ, ∃x1 =
√

2n0π,

x2 =
√

2n0π + π
2 ,使得

0 < x2 − x1 =
π

2
(x2 + x1)

−1 ≤ π

2
(2x1)

−1 =
π

4
x−1

1 <
1√

2n0π
<

1√
n0

< δ

和

| f (x2)− f (x1)| = sin
[
(2n0 + 1)

π

2

]
− sin(2n0π) = 1 > ϵ0
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成立.

(2)闭区间 [a, b]上连续⇒闭区间 [a, b]上一致连续.

(3) f , g一致连续; f g一致连续: f (x) = x, g(x) = sin x, x ∈ (−∞,+∞).

(4) f 一致连续且 f−1 存在 ; f−1 一致连续: f (x) = ln x, x ∈ [a,+∞),

a > 0.

(5) f ∈ C[a,+∞), limx→+∞ f (x) = A < ∞ ⇒函数 f 在 [a,+∞)上一致连

续.一般地, f ∈ C(−∞,+∞), limx→+∞ f (x) = A, limx→−∞ f (x) = B ⇒函数 f

在 (−∞,+∞)上一致连续.

证: limx→∞ f (x) = A ⇒ ∀ ϵ > 0, ∃ M > a, ∀ x, y ≥ M,有 | f (x)− f (y)| <
ϵ 成立. 因为 f ∈ C[a, M + 1] ⇒ f 在 [a, M + 1] 上一致连续 ⇒ ∀ ϵ > 0,

∃ δ1 > 0, ∀ x, y ∈ [a, M + 1] 满足 |x − y| < δ1, 有 | f (x) − f (y)| < ϵ 成立.

令 δ = min{1, δ1}, ∀ x, y > a 满足 |x − y| < δ ⇒ x, y ∈ [a, M + 1] 或者

x, y ∈ [M,+∞) ⇒ | f (x)− f (y)| < ϵ. �
很多参考书上都是采用这样的证明,还特意强调不能用函数 f 在闭区间

[a, M]上一致连续来证明. 人云亦云,害人不浅! 其实可以这样去做,请读者思

考 (实在想不出来可参考 [3],第一册,例 2.5.10)

(6)假设函数 f 在 [a,+∞)上一致连续, φ ∈ C[a,+∞),且 limx→+∞[ f (x)−
φ(x)] = 0 ⇒ φ在 [a,+∞)上一致连续.

证: ∀ ϵ, ∃ M > 0, ∀ x > M, 有 | f (x) − φ(x)| < ϵ 成立. f 一致连续 ⇒
∀ ϵ > 0, ∃ δ1 > 0, ∀ x, y > a满足 |x − y| < δ1,有不等式 | f (x)− f (y)| < ϵ成

立⇒对任何 ∀ x, y > M满足 |x − y| < δ1都有

|φ(x)− φ(y)| ≤ | f (x)− φ(x)|+ | f (y)− φ(y)|+ | f (x)− f (y)| < ϵ+ ϵ+ ϵ = 3ϵ.

在 [a, M + 1]上应用Cantor定理⇒ φ在 [a, M + 1]上一致连续. ∀ ϵ > 0, ∃ δ2 >

0, ∀ x, y ∈ [a, M + 1] 满足 |x − y| < δ2, 有 |φ(x) − φ(y)| < ϵ 成立. 取 δ =

min{1, δ1, δ2}, ∀ x, y ≥ a 满足 |x − y| < δ, 有 x, y ∈ [M,+∞ 或 [a, M + 1] ⇒
|φ(zx)− φ(y)| < 3ϵ. �

(7)函数 f (x) = x在 (−∞,+∞)上一致连续,但是其平方 f 2(x) = x2 在

(−∞,+∞)上不是一致连续的:∣∣∣(√n + 1)2 − (
√

n)2
∣∣∣ = 1, |

√
n + 1 −

√
n| = 1√

n + 1 +
√

n
→ 0.

(8)函数 f 在 (−∞,+∞)上一致连续⇒ ∃ a, b ≥ 0使得 | f (x)| ≤ a|x|+ b

对任何 x ∈ (−∞,+∞)都成立.

证: ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ x, y ∈ (−∞,+∞) 满足 |x − y| < δ 都有不等式

| f (x) − f (y)| < ϵ 成立. 固定上述 ϵ, δ > 0, ∀ x ∈ (−∞,+∞), ∃ n ∈ Z 和

x0 ∈ (−δ, δ) 使得 x = nδ + x0 成立. 故 ∃ M > 0 使得 | f (x)| ≤ M 对任何

x ∈ [−δ, δ]都成立.根据

f (x) = ∑
1≤k≤|n|

{ f (kδ + x0)− f [(k − 1)δ + x0]}+ f (x0)
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| f (x)| ≤ ∑
1≤k≤|n|

| f (kδ + x0)− f [(k − 1)δ + x0]|+ | f (x0)| ≤ |n|ϵ + M

=
ϵ

δ
|x − x0|+ M ≤ ϵ

δ
|x|+

(
M +

ϵ

δ
|x0|

)
≤ ϵ

δ
|x|+ (M + ϵ). �

例3.3.35. 证明函数

f (x) =

 |x|
(

2 + sin 1
x

)
, x ̸= 0,

0, x = 0,

一致连续. limx→+∞[ f (x)− (2x + 1)] = limx→−∞[ f (x) + (2x + 1)] = 0并结合

注3.3.34 (6)得到结论.

根据注3.3.34中的想法, 可以证明如果函数 f 在 (−∞, 1] 和 [−1,+∞) 上

都是一致连续则函数 f 在 (−∞,+∞)上也是一致连续.请读者自证.
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第四章 导数理论

左边写个微分,右边写个导数,不要忘记Taylor,你的心会痛痛—-《野

狼 disco》改编

§4.1 微分和导数

给定函数 f 和其定义域中的点 a,一个很自然的问题是当 x → a如何用已

知的函数值 f (a)来 (近似地)计算未知的函数值 f (x).比如考察如下的例子:

f (x) = x2.

令 ∆x := x − a得到

f (x) = f (a + ∆x) = (a + ∆x)2

= a2 + 2a∆x + (∆x)2 = f (a) + 2a(x − a) + (x − a)2.

因为
f (x)− f (a)− 2a(x − a)

x − a
=

(x − a)2

x − a
= x − a → 0

所以当 x → a时得到

f (x) = f (a) + 2a(x − a) + o(x − a).

§4.1.1 微分

由此我们引入如下定义.

定义4.1.1. 假设函数 f 定义在某个邻域 U(x0, r)内.称 f 在 x0 处可微如果存

在常数 A (不依赖 x)使得

f (x) = f (x0) + A(x − x0) + o(x − x0)

当 x → x0时成立.线性函数 A(x − x0)称为 f 在 x0处的微分.

记号:

(a) ∆x := x − x0.

(b) ∆y ≡ ∆ f := f (x)− f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0).

(c) d f (x) := A(x − x0)或者 dy ≡ d f := A∆x.

例4.1.2. (1) 函数 f (x) = xn, n ∈ N+, 在每点 x ∈ (−∞,+∞) 处都可微且

dy = nxn−1∆x.

(2)函数 f (x) = |x|只在 x = 0处不可微.

123
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证: (1) x ∈ R,从下列计算

∆y = f (x + ∆x)− f (x) = (x + ∆x)n − xn

= nxn−1∆x +
n(n − 1)

2
xn−2(∆x)2 + · · ·+ (∆x)n = nxn−1∆x + o(∆x)

得到 ∆y = nxn−1∆x.

(2)若 x ̸= 0则根据 (1)知道函数 f (x)在 x处可微.若 x = 0得到

∆y = f (0 + ∆x)− f (0) = |∆x|.

如果 ∆x > 0,则 ∆y = ∆x;如果 ∆x < 0,则 ∆y = −∆x. 故不存在常数 A使得

∆ f = A∆x + o(∆x)成立. �

注4.1.3. (1)对函数 f (x) = x得到

dx = dy = ∆x =⇒ 一般地把微分记作 dy = Adx Leibniz记号

(2) 函数 f 在 x0 处可微 =⇒ 函数 f 在 x0 处连续. 但反之则不对, 譬如

例4.1.2 (2).

(3)给定点 x1, · · · , xn =⇒存在函数只在 x1, · · · , xn处不可微.比如,

f (x) = ∑
1≤k≤n

|x − xk|.

(4)存在函数只在 x ∈ [0, 1] \ Q处可微但在 x ∈ [0, 1] ∩ Q处不可微.比如

f (x) = ∑
n≥1

|x − rn|
3n

其中 {rn} = [0, 1] ∩ Q.

(5) (Weierstrass)存在函数在 (−∞,+∞)上处处不可微.

f (x) = ∑
n≥0

bn cos(anπx),

这里 0 < b < 1, a > 0为奇数,且满足 ab > 1 + 3
2 π.

(6) (Carathéodory)可微的等价定义:

函数 f在 x0可微⇐⇒ ∃函数 g在 x0处连续且 f (x) = f (x0) + g(x)(x − x0).

证: ⇒: ∃ A满足

f (x) = f (x0) + A(x − x0) + o(x − x0).

由此定义

g(x) =

{ f (x)− f (x0)
x−x0

= A + o(x−x0)
x−x0

, x ̸= x0,

A, x = x0.
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因为 limx→x0 g(x) = A = g(x0),函数 g在 x0处连续.

⇐: 假设 ∃ g 使得 g 在 x0 处连续且 f (x) = f (x0) + g(x)(x − x0). 令

A := g(x0)得到

f (x)− f (x0)− A(x − x0)

x − x0
= g(x)− g(x0) → 0

当 x → x0时. �

§4.1.2 导数

假设函数 f 在 x0处可微.则

A =
f (x)− f (x0)

x − x0
+ o(1) =

∆y
∆x

+ o(1).

令 x → x0得到

A = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x
.

定义4.1.4. 假设函数 f 定义在邻域 U(x0, r)内.称 f 在 x0处可导若极限

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
=: f ′(x0) (4.1.1)

存在.该极限 f ′(x0)称为 f 在 x0处的导数.

定理4.1.5. 函数 f 在 x0处可微⇐⇒函数 f 在 x0处可导.

例4.1.6. (1)考察函数

f (x) =

{
xn sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0,

其中 n ∈ N+. 证明 (a) n ≥ 1 ⇒ f ∈ C(−∞,+∞). (b) n ≥ 2 ⇒ f 在 x = 0处

可导. (c) n ≥ 3 ⇒ f ′在 x = 0处连续.

证: n ≥ 1 d得到

lim
x→0

xn sin
1
x
= lim

x→0

(
x sin

1
x

)
(xn−1) = 0.

n ≥ 2得到

f ′(0) = lim
∆x→0

f (0 + ∆x)− f (0)
∆x

= lim
∆x→0

(∆x)n−1 sin
1

∆x
= 0.

n ≥ 3得到

f ′(x) = nxn−1 sin
1
x
− xn−2 cos

1
x

, x ̸= 0.
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limx→0 f ′(x) = 0 − limx→0 xn−2 cos(1/x) = 0. �
(2) 给定区间 I. 如果函数 f 在 I 内处处可导, 记作 f ∈ D(I). 如果函数

f ∈ D(I)的导函数 f ′ 在 I 内处处连续,记作 f ∈ C1(I). 根据 (1)得到下列关

系

C(I) ) D(I) ) C1(I). (4.1.2)

(3)假设函数 f 在 x0处可导⇒

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0 − ∆x)
2∆x

= f ′(x0).

进一步,对任何 α ̸= β有

lim
∆x→0

f (x0 + α∆x)− f (x0 + β∆x)
(α − β)∆x

= f ′(x0).

证:计算得到

f (x0 + ∆x)− f (x0 − ∆x)
2∆x

=
f (x0 + ∆x)− f (x0)

2∆x
+

f (x0 − ∆x)− f (x0)

−2∆x

→ f ′(x0)

2
+

f ′(x0)

2
= f ′(x0).

若 α, β中有一个为 0,则结论显然成立. 下面假设 α, β ̸= 0. 和上面计算类

似可得到

f (x0 + α∆x)− f (x0 + β∆x)
(α − β)∆x

=
f (x0 + α∆x)− f (x0)

α∆x
α

α − β

+
f (x0 + β∆x)− f (x0)

ββ∆x
−β

α − β
→ f ′(x0)

α

α − β
+ f ′(x0)

−β

α − β
= f ′(x0). �

(4) (3)的反命题不一定成立,不如考察函数 f (x) = |x|, x0 = 0.

(5)如果函数 f 在 x0处可导,且存在数列 {an}n≥1, {bn}n≥1满足

an < x0 < bn, lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn,

则

f ′(x0) = lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
.

证:计算得到

In :=
f (bn)− f (an)

bn − an
=

bn − x0

bn − an

f (bn)− f (x0)

bn − x0
+

x − an

bn − an

f (an)− f (x0)

an − x0
.

引入记号

λn :=
bn − x0

bn − an
, µn :=

x0 − an

bn − an
, 0 ≤ λn, µn ≤ 1, λn + µn = 1.
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从而有

|In − f ′(x0)| =

∣∣∣∣λn
f (bn)− f (x0)

bn − x0
+ µn

f (xn)− f (x0)

an − x0
− (λn + µn) f ′(x0)

∣∣∣∣
≤ λn

∣∣∣∣ f (bn)− f (x0)

bn − x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣+ µn

∣∣∣∣ f (an)− f (x0)

an − x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣ → 0. �

(6)在 (5)中条件 “an < x0 < bn”是必须的.比如考察函数

f (x) =

{
x2 sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

例4.1.6 (1) 已经告诉我们 f ′(0) = 0. 但是若取 an = 2/[(4n + 1)π] 和 bn =

2/4nπ,得到 0 < an < bn 但是

lim
n→∞

f (bn)− f (an)

bn − an
= lim

n→∞

4
16n2π2 · 0 − 4

(4n+1)2π2 · 1
2
π (

1
4n − 1

4n+1 )
= − 2

π
̸= 0 = f ′(0).

(7)如果 f ′(0)存在,且存在数列 {xn}n≥1, {yn}n≥1满足条件

0 < xn < yn, yn → 0,
yn

yn − xn

则

f ′(0) = lim
n→∞

f (yn)− f (xn)

yn − xn
.

证:和 (5)证明几乎一样. �
(8)证明Riemann函数

R(x) =

{
0, x ∈ (0, 1) \ Q,
1
q , x = p

q ∈ (0, 1) ∩ Q ((p, q) = 1).

在 x ∈ (0, 1) \ Q连续但不可导.

证:连续性之前已证明.下证第二个论断. ∀ x0 ∈ (0, 1) \Q, ∃ {hn}n≥1 → 0

使得 x0 + h ∈ (0, 1) \ Q成立. 比如,若记 x0 = 0.a1a2 · · · an · · · , 则可取 hn =

0.a1a2 · · · an − x0.令 N为最小正整数满足 aN ̸= 0.

f (x0 + hn) = f (0, a1 · · · an) ≥
1

10n (n ≥ N), |hn| ≤
1

10n∣∣∣∣ f (x0 + hn)− f (x0)

hn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f (x0 + hn)

hn

∣∣∣∣ ≥ 1. �

(9) f ∈ D([a,+∞)), f (a) = 0,且 f ′(x) ≥ − f (x) (x ∈ [a,+∞)) ⇒ f (x) ≥ 0

对任何 x ∈ [a,+∞)成立.

证:否则存在 x0 > a满足 f (x0) < 0. 根据闭区间上连续函数必有最小值,

得到

f (t) = min
[a,x0]

f , ∃ t ∈ [a, x0].
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因为 f (a) = 0,必有 a < t ≤ x0 且 f (t) < 0. 因为 f ′(t) > 0, ∃ h > 0使得不等

式 0 < [ f (t − h)− f (t)]/ − h成立,即 f (t − h) < f (t),这是不可能的! �
(10)根据行列式定义及第二节中的Leibniz法则得到

d
dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f11(x) f12(x) · · · f1n(x)
...

...
...

fi1(x) fi2(x) · · · fin(x)
...

...
...

fn1(x) fn2(x) · · · fnn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∑

1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f11(x) f12(x) · · · f1n(x)
...

...
...

f ′i1(x) f ′i2(x) · · · f ′in(x)
...

...
...

fn1(x) fn2(x) · · · fnn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
§4.1.3 线性逼近

考虑曲线 y = f (x)和其上的点 P = (x0, y0).任取曲线上点 Q = (x, y),得

到直线 PQ方程

y − y0 =
f (x)− f (x0)

x − x0
(x − x0).

当 Q → P沿着曲线得到 P处的切线方程

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0). (4.1.3)

此时过 P的法线方程为

y − f (x0) = − 1
f ′(x0)

(x − x0), 若 f ′(x0) ̸= 0, (4.1.4)

或者 x = x0,若 f ′(x0) = 0.

§4.1.4 单侧导数

因为导数 f ′(x0) = limx→x0 [ f (x)− f (x0)]/(x − x0)是函数极限的一种特

殊情况,所以可以引入单侧导数之概念.

定义4.1.7. 假设函数 f 定义在区间 [x0, x0 + r)内.函数 f 在 x0 处的右导数定

义为

f ′+(x0) := lim
x→x0+

f (x)− f (x0)

x − x0
. (4.1.5)

类似地对定义在区间 (x0 − r, x0]内的函数 f 可以定义其在 x0处的左导数:

f ′−(x0) := lim
x→x0−

f (x)− f (x0)

x − x0
. (4.1.6)

例4.1.8. (1)对函数 f (x) = |x|求 f ′+(0)和 f ′−(0).

解:因为

f ′+(0) = lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

x − 0
x

= 1,

f ′−(0) = lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

−x − 0
x

= −1,
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所以 f (x)在 x0 = 0处不存在导数. �
(2)对函数 f (x) = | ln |x||, x ̸= 0,求 f ′+(1)和 f ′−(1).

解:根据 f (1) = | ln 1| = 0,得到

f ′+(1) = lim
x→1+

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1+

| ln x|
x − 1

= lim
∆x→0+

| ln(1 + ∆x)|
∆x

= lim
∆x→0+

∣∣∣ln [(1 + ∆x)
1

∆x

]∣∣∣ = ln e = 1.

类似地得到 f ′−(1) = −1. �

注4.1.9. (1)函数 f 在 x0处可导⇔ f ′+(x0) = f ′−(x0)存在.

(2)函数 f 在 x0处可导;其绝对值 | f |在 x0处连续.

(3)可以定义函数 f 在闭区间 [a, b]甚至一般区间 I 上的可导性. 对内部

点 x0 ∈ I, f ′(x0)是通常意义下的导数,对端点 x0 ∈ I, f ′(x0)定义为左导数或

右导数.

(4)假设 f ∈ D((a, b)).

(a) limx→a+ f (x) = ∞ ; limx→a+ f ′(x) = ∞.比如

f (x) :=
1
x
+ cos

1
x

, 0 < x <
π

2
.

(b) limx→a+ f ′(x) = ∞ ; limx→a+ f (x) = ∞.比如

f (x) = x1/3, 0 < x < 1.

(5)假设 f ∈ D((a,+∞)).

(a) limx→+∞ f (x)存在; limx→+∞ f ′(x)存在.比如

f (x) =
sin(x2)

x
, x > 0.

(b) limx→+∞ f ′(x)存在; limx→+∞ f (x)存在.比如

f (x) = cos(ln x), x > 0.

(c) limx→+∞ f (x) 和 limx→+∞ f ′(x) 存在 ⇒ limxc→+∞ f ′(x) = 0. 这个需要

微分中值定理来证明.

证:令 limx→+∞ f ′(x) = A. ∃ x0 > a, ∀ x > x0,有 | f ′(x)| ≥ |A|/2.根

据微分中值定理 ∃ ξ ∈ (x0, x)∣∣∣∣ f (x)− f (x0)

x − x0

∣∣∣∣ = | f ′(ξ)| ≥ |A|
2

.

由于 limx→+∞ f (x)故 limx→+∞
f (x)− f (x0)

x−x0
= 0.因此 A = 0. �
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例4.1.10. 假设 f ∈ C((−∞,+∞)),且对 ∀ x ∈ R,有

lim
h→0+

f (x + 2h)− f (x + h)
h

= 0.

证明右侧导数 f ′+(x)存在且 f 为常值函数.

证: ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ 0 < h < δ,有∣∣∣∣ f (x + 2h)− f (x + h)
h

∣∣∣∣ < ϵ.

对一般的 k ∈ N得到∣∣∣∣∣ f (x + 2−kh)− f (x + 2−k−1h)
2−k−1h

∣∣∣∣∣ < ϵ.

因为函数 f 连续,故得到

f (x + h)− f (x) = lim
n→∞ ∑

0≤k≤n

[
f
(

x +
h
2k

)
− f

(
x +

h
2k+1

)]
= ∑

k≥0

[
f
(

x +
h
2k

)
− f

(
x +

h
2k+1

)]
.

从而

| f (x + h)− f (x)| ≤ ∑
k≥0

hϵ

2k+1 = hϵ.

这表明右侧导数 f ′+(x) 存在且 f ′+(x) = 0. 接下来证明函数的导数均为 0.

∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ 0 < h < δ,

| f (x + h)− f (x)| < hϵ.

∀ a < b, ∃ n0 ∈ N (b − a)/n0 < δ

| f (b)− f (a)| ≤
∣∣∣∣ f (b)− f

(
a +

b − a
n0

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (a +
b − a

n0

)
− f

(
a + 2

b − a
n0

)∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣ f (a + (n0 − 1)
b − a

n0

)
− f (b)

∣∣∣∣ ≤
(

b − a
n0

ϵ

)
n0 = (b − a)ϵ.

由于 ϵ的任意性得到 f (b) = f (a). �

例4.1.11. 若 | f (x)− f (x0)| ≤ L|x − x0|a,其中 a > 1和 L > 0,证明 f ′(x0) = 0.

证:根据条件得到∣∣∣∣ f (x)− f (x0)

x − x0
− 0
∣∣∣∣ ≤ L|x − x0|a−1.

当 x → x0时,由于 a > 1,得到 f ′(x0) = 0. �



§4.2 求导法则 131

§4.2 求导法则

以下基本初等函数的导数容易求得:

(1) (常值函数)′ = 0.

(2) (xn)′ = nxn−1,其中 n ∈ N+, x ∈ R.

(3) (sin x)′ = cos x, (cos x)′ = − sin x,其中 x ∈ R.事实上

sin(x + ∆x)− sin x
∆x

= 2 cos
(

x +
∆x
2

)
sin ∆x

2
∆x

→ cos x,

cos(x + ∆x)− cos x
∆x

= −2 sin
(

x +
∆x
2

)
sin ∆x

2
∆x

→ − sin x

当 ∆x → 0时.

(4) (loga x)′ = 1
x ln a ,其中 a > 0, a ̸= 1, x > 0. 特别地, (ln x)′ = 1

x , x > 0. 事

实上

ln(x + ∆x)− ln x
∆x

=
ln(1 + ∆x

x )

∆x
=

1
x

[(
1 +

∆x
x

) x
∆x
]
→ 1

x
ln e =

1
x

当 ∆x → 0时.根据 loga x = ln x/ ln a可得到一般对数函数的导数.

(5) (ax)′ = ax ln a,其中 a > 0, x ∈ R.特别地 (ex)′ = ex, x ∈ R.事实上根据

a∆x − 1
∆x

=
eln a∆x − 1

∆x
→ ln a, ∆x → 0,

得到

(ax)′ = lim
∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
= ax ln a.

(6) (xα)′ = αxα−1,其中 a ∈ R, x > 0.事实上

(xα)′ = lim
∆x→0

(x + ∆x)α − xα

∆x
= xα−1 lim

∆x→0

(1 + ∆x
x )α − 1
∆x
x

= xα−1α.

§4.2.1 算术运算

最基本的算术运算是导数的四则运算.

性质4.2.1. (1) f , g ∈ D(I), α, β ∈ R ⇒ α f + βg ∈ D(I)且

(α f + βg)′ = α f ′ + βg′. (4.2.1)

(2) f , g ∈ D(I) ⇒ f g ∈ D(I)且

( f g)′ = f ′g + f g′. (4.2.2)
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(3) f , g ∈ D(I), g ̸= 0在 I内⇒ f /g ∈ D(I)且(
f
g

)′
=

f ′g − f g′

g2 =
f ′

g
− f

g
g′

g
. (4.2.3)

证: (1)根据定义

(α f + βg)′(x) = lim
∆x→0

[α f (x + ∆) + βg(x + ∆x)]− [α f (x) + βg(x)]
∆x

= α lim
∆x→0

f (x + ∆x)− f (x)
∆x

+ β lim
∆x→0

g(x + ∆x)− g(x)
∆x

= α f ′(x) + βg′(x).

(2)根据定义

( f g)′(x) = lim
∆x→0

f (x + ∆x)g(x + ∆x)− f (x)g(x)
∆x

= lim
∆x→0

[
f (x + ∆x)

g(x + ∆x)− g(x)
∆x

+ g(x)
f (x + ∆x)− f (x)

∆x

]
= f (x)g′(x) + g(x) f ′(x).

(3)根据定义

(
f
g

)′
(x) = lim

∆x→0

f (x+∆x)
g(x+∆x) −

f (x)
g(x)

∆x
= lim

∆x→0

g(x) f (x + ∆x)− f (x)g(x + ∆x)
g(x)g(x + ∆x)∆x

= lim
∆x→0

[
g(x)( f (x + ∆x)− f (x))− f (x)(g(x + ∆x)− g(x))

g(x)g(x + ∆x)∆x

]
=

g(x) f ′(x)− f (x)g′(x)
g2(x)

. �

注4.2.2. (1)一般地对任意可导函数 f1, · · · , fn 和常数 c1, · · · , cn,有(
∑

1≤k≤n
ck fk

)′

= ∑
1≤k≤n

ck f ′k,

和 (
∏

1≤k≤n
fk

)′

= ∑
1≤k≤n

f1 · · · fk−1 f ′k fk+1 · · · fn =

(
∏

1≤k≤n
fk

)
∑

1≤i≤n

f ′i
fi

.

(2)微分的四则运算可根据相应导数的四则运算得到

d(α f + βg) = αd f + βdg, d( f g) = f dg + gd f , d( f /g) =
gd f − f dg

g2 .

(3)给定区间 I定义映射

L : X = {I上的可导函数} −→ Y = {I上的函数}, f 7−→ f ′.
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根据导数的四则运算得到

L( f g) = f L(g) + gL( f ), L(α f + βg) = αL( f ) + βL(g).

满足上述两个条件的映射 L称为导子.仅通过这两个条件有

L(1) = L(1 · 1) = 2L(1) =⇒ L(1) = 0

从而对任何常数 c得到 L(c) = L(c · 1) = cL(1) = 0.

导子是一种 1阶线性微分算子,可推广到所谓微分流形上.至于流形上高

阶线性微分算子甚至高阶微分算子的引入需要向量丛的概念, 这在之后的章

节中会给出详细定义.

§4.2.2 反函数的求导

函数 y = f (x) = x2, x > 0,的反函数为 x = f−1(y) = g(y) = y1/2, y > 0.

把变量 y换成变量 x (按照一般函数的写法)得到 g′(x) = 1/2x1/2.

定理4.2.3. 假设 f ∈ D((a, b)),严格单调,且 f ′(x0) ̸= 0,其中 x0 ∈ (a, b). 则其

反函数 x = g(y) = f−1(y)在 (α, β)内可导且

g′(y0) =
1

f ′(x0)
. (4.2.4)

这里 y0 = f (x0), α = min{ f (a+), f (b−)}且 β = max{ f (a+), f (b−)}.

证: 不妨假设函数 f 严格单调递增. 根据函数 f 的连续性得到 f−1 ∈
C((α, β))且也是严格单调递增.从

∆y = f (x0 + ∆x)− f (x0) ̸= 0 ⇐⇒ ∆x = f−1(y0 + ∆y)− f−1(y0)

推出 ∆y → 0 ⇒ ∆x → 0.故得到

g′(y0) = lim
∆y→0

f−1(y0 + ∆y)− f−1(y0)

∆y

= lim
∆x→0

∆x
f (x0 + ∆x)− f (x0)

=
1

f ′(x0)
. �

例4.2.4. (1)求 (arcsin x)′, (arccos x)′, (arctan x)′,和 (arccotx)′.

解: f (x) = sin x, f ′(x) = cos x.

( f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1
cos x0

=
1√

1 − sin2 x0
, −π

2
< x0 <

π

2
.

故

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
, |x| < 1. (4.2.5)
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类似地,

(arccos x)′ =
−1√

1 − x2
(|x| < 1), (4.2.6)

和

(arctan x)′ =
1

1 + x2 , (arccotx)′ =
−1

1 + x2 . (4.2.7)

(2)求 (cot x)′和 (csc x)′.

解:根据定义得到

(cot x)′ =
(cos x

sin x

)′
= − csc2 x, (csc x)′ =

(
1

sin x

)′
= − cot x csc x. (4.2.8)

注4.2.5. (1)假设函数 f 在 x0处可微,且函数 g在 x0处可微.则 f g在 x0处可

微.

(2) 假设函数 f 在 x0 处可微,但函数 g 在 x0 处不可微.则 f g 可能在 x0

处可微也可能不可微.比如,取 f (x) = x, g(x) = |x|, x0 = 0,得到 f g在 x0 = 0

可微;取 f (x) = x, g(x) = sgn(x), x0 = 0,得到 f g在 x0处不可微.

(3)假设函数 f 在 x0处不可微,且函数 g在 x0处也不可微.则 f g可能在

x0处可微也可能不可微.比如,取 f (x) = g(x) = |x|, x0 = 0,得到 f g在 x0 = 0

可微;取 f (x) = g(x) = |x|1/2, x0 = 0,得到 f g在 x0处不可微.

§4.2.3 链式法则

链式法则告诉我们如何求复合函数 f (g(x))的导数.

定理4.2.6. (链式法则)假设函数 u = g(x)在 x = x0 处可导且函数 y = f (u)

在 u = u0 := g(x0)处可导.则复合函数 ( f ◦ g)(x) = f [g(x)]在 x = x0处可导

且

( f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0))g′(x0). (4.2.9)

证:根据定义得到

( f ◦ g)′(x0) = lim
∆x→0

f (g(x0 + ∆x))− f (g(x0))

∆x

其中

g(x0 + ∆x) = g(x0) + g′(x0)∆x + o(∆x)

和

f (g(x0 + ∆x)) = f (g(x0)) + f ′(u0)∆u + o(∆u)

这里 ∆u = g(x0 + ∆x)− g(x0).从而得到

f (g(x0 + ∆x))− f (g(x0)) = f ′(g(x0))∆u + o(∆u)

= f ′(g(x0))[g(x0 + ∆x)− g(x0)] + o(∆u)
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= f ′(g(x0))[g′(x0)∆x + o(∆x)] + o(g′(x0)∆x + o(∆x))

( f ◦ g)′(x0) = lim
∆x→0

[
f ′(g(x0))(g′(x0) + o(1)) + o(1)

]
= f ′(g(x0))g′(x0)

这是因为 o(∆x)/∆x → 0且 o(o(∆x))/∆x → 0,当 ∆x → 0时. �

注4.2.7. (1)微分的链式法则可类似得到:

dy
dx

=
dy
du

du
dx

, d( f (g(x))) = f ′(g(x))g′(x)dx. (4.2.10)

(2)三个函数构成的复合函数之导数为

( f (g(h(x))))′ = f ′(g(h(x)))g′(h(x))h′(x).

(3)一阶微分的不变性.

函数 y = f (u)可导 =⇒ dy = d f (u) = f ′(u)du

当 u = g(x)可导时, du = g′(x)dx从而

d[ f (g(x))] = f ′(g(x))g′(x)dx = f ′(g(x))du = f ′(u)du.

无论 u是自变量还是关于 x的函数,微分形式 dy = f ′(u)du保持不变.

(4)假设 u, v ∈ D(I), u > 0.求 f (x) = [u(x)]v(x).事实上若令

f (x) = ev(x) ln u(x)

得到

d f ′(x) = ev(x) ln u(x)
[

v′(x) ln u(x) +
v(x)u′(x)

u(x)

]
= [u(x)]v(x)

[
v′(x) ln u(x) + v(x)

u′(x)
u(x)

]
.

(5)双曲函数定义为

sinh x =
ex − e−x

2
, cosh x =

ex + e−x

2
, tanh x =

sinh x
cosh x

, coth x =
cosh x
sinh x

.

(4.2.11)

计算得到

(sinh x)′ = cosh x, (cosh x)′ = sinh x, (tanh x)′ =
1

cosh2 x
, (coth x)′ =

−1
sinh2 x

.

(4.2.12)

(6)对数导数.假设 f ∈ D(I)且 f ̸= 0,则

f ′(x) = f (x)
d

dx
ln | f (x)|. (4.2.13)
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若引入算子

D :=
d

dx
ln

得到

D| f | = f ′

f
.

(7)求 (xxx
)′ x > 0.

解: 令 y = xxx
得到 ln y = xx ln x和 ln ln y = x ln x + ln ln x. 两边求导得

到
1

ln y
y′

y
= ln x + 1 +

1
x ln x

所以

y′ = xxxxx
[

ln x + (ln x)2 +
1
x

]
. �

§4.2.4 隐函数的求导

A:假设可导函数 y = f (x)满足方程 F(x, y) = 0.此时两边求导得到

0 = Fx(x0, y0) + Fy(x0, y0)y′

f ′(x0) = − Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
, Fy(x0, y0) ̸= 0. (4.2.14)

其中 Fx(x0, y0) 是表示在 F(x, y) 中先把 y 看成常数, 然后对 x 求导, 再把

(x0, y0) 带入所得到的函数值. 类似的可定义 Fy(x0, y0). 在多元微分学中, 我

们会详细阐述.

B:参数方程 x = φ(t), y = ψ(t), α < t < β,其中 φ, ψ可导且 φ′ ̸= 0. 如果

反函数 φ−1(x)存在,则

y′(x0) = (ψ ◦ φ−1)′(x0) =
ψ′(t0)

φ′(t0)
, φ−1(x0) = t0. (4.2.15)

例4.2.8. (1)已知 y3 + 3y = x求 y′(x).

解:设 x = f (y) := y3 + 3y得到 f ′(y) = 3y2 + 3 > 0故

y′(x) =
1

x′(y)
=

1
3y2 + 3

.

或者应用 (4.2.14)得到 (3y2 + 3)y′ = 1. �
(2)已知 y − ϵ sin y = x, 0 ≤ ϵ < 1,求 y′(x). y′ = 1

1−ϵ cos y .

(3)已知 x =
3
√

1 −
√

t, y =
√

1 − 3
√

t求 y′(x).

dy
dx

= 6

√
(1 −

√
t)4

t(1 − 3
√

t)3
, t > 0, t ̸= 1.
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(4)已知 x = e2t cos2 t, y = e2t sin2 t求 y′(x).

dy
dx

= tan t tan
(

t +
π

4

)
, t ̸= π

4
+ kπ (k ∈ Z), t ̸= nπ +

π

2
(n ∈ N).

练习4.2.9. (1)已知 y2 = 2px求 y′(x).

(2)已知 xy = yx 求 y′(x).

(3)已知 x2 − 4xy + 4y23 + 4x − 3y − 7 = 0, x < 2y − 1求 y′(x).

§4.3 高阶导数

如果函数 f 的导数 f ′ = d f /dx任然可以求导,则得到所谓的高阶导数.

定义4.3.1. 假设函数 f ∈ D(U(x0, r)),且导函数 f ′在 x0处也可导,则称函数 f

在 x0处二阶可导,并把

d2 f
dx2 (x0) = f ′′(x0) := ( f ′)′(x0)

称为 f 在 x0 处的二阶导数. 一般地, 假设函数 f 在 U(x0, r) 内 n 阶可导, 且

f (n)在 x0处也可导,则称函数 f 在 x0处n + 1阶可导,并记作

f (n+1)(x0) := ( f (n))′(x0).

一般地我们把前三阶导数记作 f ′ f ′′ f ′′′,而把之后的导数记为 f (4), f (5),

· · · .为把自变量 x也写出来,那么高阶导数可写成

dk f
dxk = f (k).

§4.3.1 记号

给定区间 I可定义函数 f 在 I内的高阶导数.引入记号

f ∈ Dk(I) ⇐⇒ f (i) ∈ D(I), ∀ 1 ≤ i ≤ k, (4.3.1)

f ∈ Ck(I) ⇐⇒ f ∈ Dk(I)且 f (n) ∈ C(I). (4.3.2)

注意到

D(I) = D1(I) 但是 C(I) ̸= C1(I). (4.3.3)

因为可导函数必连续,故得到

C(I) ) D(I) = D1(I) ) C1(I) ) D2(I) ) C2(I) ) D3(I) ) · · · (4.3.4)
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例4.3.2. (1) (ex)(n) = ex, n ∈ N+.

(2) (ax)(n) = ax(ln a)n, a > 0, n ∈ N+.

(3) (sin x)(n) = sin(x + nπ
2 )和 (cos x)(n) = cos(x + nπ

2 ), n ∈ N+.

(4) (xα)(n) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)xα−n, x > 0.特别地

(xm)(n) =

{
m(m − 1) · · · (m − n + 1)xm−n, m ≥ n,

0, m < n.

(5) (1/x))(n) = (−1)nn!
xn+1 .

(6) (ln x)(n) = (−1)n−1(n−1)!
xn .

定义4.3.3. 定义

D∞(I) :=
∩

n≥1

Dn(I), C∞(I) :=
∩

n≥1

Cn(I). (4.3.5)

注意到 D∞(I) = C∞(I).称函数 f ∈ C∞(I)为 I上的光滑函数.

例4.3.4. (1)求 f ′′(x),其中

f (x) =

{
x4 sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

计算得到

f ′(x) =

{
4x3 sin 1

x − x2 cos 1
x , m x ̸= 0,

0, x = 0.

和

f ′′(x) =

{
12x2 sin 1

x − 6x cos 1
x − sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0.

但是 f ′′′(0)不存在.

(2)求 f (n)(x),其中

f (x) =

{
e−1/x, x > 0,

0, x ≤ 0.

低阶导数直接计算得到

f ′(x) =

{
1
x2 e−

1
x , x > 0,

0, x ≤ 0.

f ′′(x) =

{
1
x4 e−

1
x − 2

x3 e−
1
x , x > 0,

0, xc ≤ 0.
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一般可得到

f (n)(x) =

 P2n

(
1
x

)
e−

1
x , x > 0,

0, x ≤ 0.

这里多项式 P2n 的次数为 deg P2n = 2n. 下面证明 f (n)(0)对任意正整数 n都

存在且为 0.实际上根据归纳假设得到

f (n+1)
+ (0) = lim

x→0+

f (n)(x)− f (n)(0)
x

= lim
x→0+

[
1
x

P2n

(
1
x

)]
e−

1
x = lim

t→+∞

tP2n(t)
et = 0.

左侧导数是显然: f (n+1)
− (0) = 0.

(3)函数 y = a cos x + b sin x满足微分方程 y′′ + y = 0.

(4)函数 y = c1eλ1x + c2eλ2x 满足微分方程 y′′ − (λ1 + λ2)y′ + λ1λ2y = 0.

这里 c1, c2, λ1, λ2都是常数.

(5)函数

y = ex/
√

2
(

c1 cos
x√
2
+ c2 sin

x√
2

)
+ e−x/

√
2
(

c3 cos
x√
2
+ c4 sin

x√
2

)
满足微分方程 y(4) + y = 0.

例4.3.5. (1)考虑集合

SL(2, Z) :=

{
A :=

[
a b

c d

]
: det A = 1, a, b, c, d ∈ Z

}
.

对任意 A, B ∈ SL(2, Z),可证明 AB ∈ SL(2, Z),从而 SL(2, Z)是群,称为二阶

特殊线性群.定义映射

SL(2, Z)× R −→ R, (A, x) 7−→ A · x :=
ax + b
cx + d

.

固定 A ∈ SL(2, Z)考虑函数

f (x) := L(A, x) =
ax + b
cx + d

.

计算得到

f ′(x) =
det A

(cx + d)2 =
1

(cx + d)2 .

和

f (n)(x) =
(−1)n−1cn−1n!
(cx + d)n+1 .

(2)上述映射可推广到复平面.定义

SL(2, Z)× H −→ H, (A, z) 7−→ A · z :=
az + b
cz + d

.



140 第四章 导数理论

这里H := {z ∈ C : Im(z) > 0}.作为练习可证明

(AB) · z = A · (B · z), A, B ∈ SL(2, Z), z ∈ H.

定义

j(A, z) := cz + d, A :=

[
a b

c d

]
.

可以证明

j(AB, z) = j(A, B · z)j(B, z), Im(A · z) =
Im(z)

|j(A, z)|2 .

如果 A =

[
a b

c d

]
∈ SL(2, Z) 满足 A · z = z 对某个 z ∈ H 成立, 则必有

|a + d| < 2.

§4.3.2 算术运算

对高阶导数来说最重要的性质就是 Leibniz法则.

定理4.3.6. 若函数 f , g都是 n阶可导, c1, c2 ∈ R,则 c1 f + c2g也 n阶可导且

(c1 f + c2g)(n) = c1 f (n) + c2g(n). (4.3.6)

如果函数 f1, · · · , fn都是 n阶可导, c1, · · · , cn ∈ R,则(
∑

1≤i≤m
ci fi

)(n)

= ∑
1≤i≤m

ci f (n)i . (4.3.7)

定理4.3.7. (Leibniz)如果函数 f , g都 n阶可导,则 f g也 n阶可导且

( f g)(n) = ∑
0≤k≤n

(
n
k

)
f (n−k)g(k). (4.3.8)

证:假设 (4.3.8)对 n成立.则对 n + 1得到

( f g)(n+1) = ( f ′g + f g′)(n) = ( f ′g)(n) + ( f g′)(n)

= ∑
0≤k≤n

(
n
k

)
f (n−k+1)g(k) + ∑

0≤k≤n

(
n
k

)
f (n−k)g(k+1)

= ∑
0≤k≤n

(
b
k

)
f (n+1−k)g(k) + ∑

1≤k≤n+1

(
n

k − 1

)
f (n+1−kg(k)

= g f (n+1) + f g(n+1) + ∑
1≤k≤n

[(
n
k

)
+

(
n

k − 1

)]
f (n+1−k)g(k).

中括号中的二项式系数之和为 (n + 1)!/k!(n + 1 − k)!. �
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注4.3.8. (1)复合函数. y = f (u), u = g(x) ⇒ dy
dx = dy

du
du
dx .但是

d2y
dx2 =

d
dx

(
dy
du

du
dx

)
=

d2y
du2

(
du
dx

)2
+

dy
du

d2u
dx2 .

(2)隐函数. F(x, y) = 0 ⇒ y′ = −Fx(x, y)/Fy(x, y).但是从

0 = Fxx(x, y) + Fxy(x, y)y′ + Fyx(x, y)y′ + Fyy(x, y)(y′)2

得到

y′′ = − 1
F3

y

[
FxxF2

y − FxFy(Fxy + Fyx) + FyyF2
x

]
.

(3)反函数. y = f (x) ⇒ x = f−1(y) = g(y). 根据恒等式 y = f (g(y))得

到 1 = f ′(g(y))g′(y)以及

0 = f ′′(g(y))(g′(y))2 + f ′(g(y))g′′(y)

故

g′′(y) = − f ′′(g(y))(g′(y))2

f ′(g(y))
= − f ′′(g(y))

[ f ′(g(y))]2
= − f ′′(x)

[ f ′(x)]2
.

(4) x = φ(t), y = ψ(t) ⇒ dy/dx = ψ′(t)/φ′(t).因此

d2y
dx2 =

d
dt (

ψ′(t)
φ′(t) )

dx
dt

=
ψ′′(t)φ′(t)− ψ′(t)φ′′(t)

[φ′(t)]3
.

例4.3.9. (1)求 y(n)(0),这里 y(x) = arcsin x.

解: 因为前面 2个低阶导数分别为 y′ = (1 − x2)−1/2 和 y′′ = x
(1−x2)3/2 =

xy′/(1 − x2),故得到

(x2 − 1)y′′ + xy′ = 0.

对上述微分方程再求 n阶导数得到

0 = ∑
0≤k≤n−2

(
n − 2

k

)
(x2 − 1)(k)y(n−k) + ∑

0≤k≤n−2

(
n − 2

k

)
x(k)y(n−1−k)

= (x2 − 1)y(n)+2x
(

n − 2
1

)
y(n−1)+ 2

(
n − 2

2

)
y(n−2)+ xy(n−1)+

(
n − 2

1

)
y(n−2)

从而 y(n)(0) = (n − 2)2y(n−2)(0).

y(n)(0) =


[(n − 2)!!]2, n = 2k + 1, k ∈ N+,

1, n = 1,

0, n = 2k, k ∈ N.

�

(2)定义

Tm(x) :=
1

2m−1 cos(m arccos x), m ∈ N.
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易证

(1 − x2)T′′
m(x)− xT′

m(x) + m2Tm(x) = 0.

(3)定义

Pm(x) :=
1

2mm!

[
(x2 − 1)m

](m)
, m ∈ N.

易证

0 = (1 − x2)P′′
m(x)− 2xP′

m(x) + m(m + 1)Pm(x).

(4)定义

Lm(x) := ex(xme−x)(m), m ∈ N.

易证

x :′′m (x) + (1 − x)L′
m(x) + mLm(x) = 0.

(5)定义

Hm(x) := (−1)mex2
(e−x2

)(m), m ∈ N.

易证

H′′
m(x)− 2xH′

m(x) + 2mHm(x) = 0.

(6)引入记号

D :=
d

dx
, f (D) := ∑

0≤k≤n
pk(x)Dk

这里 pk 都是连续的.证明 ∀ λ ∈ R有

f (D)
[
eλxu(x)

]
= eλx f (D + λ)u(x).

证:对每个 k有

Dk
[
eλxu(x)

]
=

[
eλxu(x)

](k)
= ∑

0≤i≤k

(
k
i

)
λieλxu(k−i)(x)

= ∑
0≤i≤k

(
k
i

)
λiDk−iu(x) = (D + λ)ku(x). �

(7)假设函数 y = y(x)满足条件

∑
0≤k≤n

akxk dky
dxk = 0.

如果 x = et,则

0 = ∑
0≤k≤n

akD(D − 1) · · · (D − k + 1)y

其中 D = d/dt.
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证:引入 δ := d/dx得到 Dy = dy
dt = dy

dx
dx
dt = xδy.即

δ = e−tD 或 D = etδ.

进一步

δ2y = e−tD[e−tDy] = e−t[−e−tDy + e−tD2y]

= −e−2tDy + e−2tD2y = e−2tD(D − 1)y.

断言

δ(k)y = e−ktD(D − 1) · · · (D − k + 1)y.

事实上,根据归纳假设得到

δ(k+1)y = δ(δ(k)y) = e−tD
[
e−ktD(D − 1) · · · (D − k + 2)y

]
= e−t

[
−ke−ktD(D − 1) · · · (D − k + 1)y + e−ktD2(D − 1) · · · (D − k + 1)y

]
= e−(k+1)tD(D − 1) · · · (D − k + 1)(D − k)y. �

§4.4 极值定理

考察函数 f (x) = x2, x ∈ [−1, 1]. 易知函数 f (x)在 x = 0处达到最小. 另

一方面根据 f ′(x) = 2x，得到 f ′(0) = 0. 这个例子告诉我们最值点和导数为

零的点似乎有某种关系.本节就来探讨这个问题.

§4.4.1 极值

定义4.4.1. 假设函数 f 定义在 (a, b)内且 x0 ∈ (a, b).

(1)称 x0是 f 的极大值点或局部最大值点 ,如果 ∃ U(x0, δ) ⊂ (a, b)满足

f (x) ≤ f (x0), ∀ x ∈ U(x0, δ).

此时函数值 f (x0)称为极大值或局部最大值.

(2)称 x0是 f 的极小值点或局部最小值点 ,如果 ∃ U(x0, δ) ⊂ (a, b)满足

f (x) ≥ f (x0), ∀ x ∈ U(x0, δ).

此时函数值 f (x0)称为极小值或局部最小值.

(3)称 x0 ∈ (a, b)是极值点或局部最值点如果 x0是极大值点或极小值点.

相应的函数值称为极值或局部最值.
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注4.4.2. (1)根据定义4.4.1,任何极值点一定在区间内部.

(2)如果函数 f 的定义域是一般的区间 I,此时 I可以是 (a, b), [a, b), (a, b],

[a, b]中的一种.那么 I中的极值点可如下定义:

x0 ∈ I是极值点⇐⇒
∃ δ > 0满足 f (x) ≤ f (x0) (或 f (x) ≥ f (x0))

∀ x ∈ UI(x0, δ) := U(x0, δ) ∩ I

按照这种定义极值点可以取到端点.

为了方便起见我们总是按照定义4.4.1来阐述极值点和极值的含义.

(3)显然极值点不一定是最值点. 但是如果最值点在定义域内部,则必是

极值点.

§4.4.2 Fermat引理

这个引理告诉我们如果极值点是可微点那么此点处的导数必为零.

定理4.4.3. (Fermat)若 x0是函数 f 的极值点且 f 在 x0处可导,则 f ′(x0) = 0.

证: 不妨假设 x0 是 f 的极小值点. 则 ∃ δ > 0使得 U(x0, δ) ⊂ (a, b)且满

足不等式 f (x) ≤ f (x0), ∀ x ∈ U(x0, δ).根据定义得到

x0 − δ < x < x0 ⇒ f (x)− f (x0)

x − x0
≥ 0, x0 < x < x0 + δ ⇒ f (x)− f (x0)

x − x0
≤ 0.

因为函数 f 在 x0 处可导, f ′+(x0) = f ′(x0) = f ′−(x0), 从而 0 ≤ f ′−(x0) =

f ′+(x0) ≤ 0.由此得到 f ′+(x0) = 0. �

注4.4.4. (1)称 x0是函数 f 的驻点或临界点如果 f ′(x0) = 0.

(2)根据定理4.4.3得到
x0是极值点y f ′(x0)存在

x0是驻点

上述条件 “ f ′(x0)存在”不能去掉.比如函数 f (x) = |x|在 x0 = 0处有极小值,

但是 0显然不是驻点因为函数在 0处不可导.

反之,驻点不一定是极值点.比如 f (x) = x3, x0 = 0.

§4.4.3 Darboux定理

回顾闭区间上连续函数的介值定理:

f ∈ C[a, b]且 f (a) f (b) < 0 =⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足 f (ξ) = 0.

如果 f ∈ C1([a, b]),则得到

f ∈ C1[a, b]且 f ′(a) f ′(b) < 0 =⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足 f ′(ξ) = 0.



§4.4 极值定理 145

但是 Darboux定理告诉我们把条件 f ∈ C1([a, b])减弱为 f ∈ D([a, b])则结论

仍旧成立.

定理4.4.5. (Darboux)假设 f ∈ D(a, b)且 f ′(x1) f ′(x2) < 0,其中 x1, x2 ∈ (a, b)

⇒ f ′(ξ) = 0,这里 ξ介于 x1和 x2之间.

证: 不妨假设 x1 < x2, f ′(x1) < 0,且 f ′(x2) > 0 (否则的话考察函数 − f ).

∃ (a, b)内的两个开区间 U(x1, δ1)和 U(x2, δ2)使得下列不等式成立:

f (x)− f (x1)

x − x1
< 0, ∀ x ∈ U(x1, δ1) 且

f (x)− f (x2)

x − x2
> 0, ∀ x ∈ U(x2, δ2).

存在 x′1 > x1, x′2 < x2,且 x′1 < x′2 使得 f (x′1) < f (x1)和 f (x′2) < f (x2)都成

立. 由于 f ∈ C([x1, x2]), ∃ ξ ∈ [x1, x2]满足 f (ξ) = min[x1,x2]
f . 根据 x′1 和 x′2

的取法,必有 ξ ∈ (x1, x2)成立.利用定理4.4.3推出 f ′(ξ) = 0. �

注4.4.6. (1) f ∈ D((a, b)), x1, x2 ∈ (a, b), µ介于 f ′(x1)和 f ′(x2)之间⇒ ∃ ξ介

于 x1和 x2之间满足 f ′(ξ) = µ.

证:应用定理4.4.5到函数 F(x) := f (x)− µ. �
(2)在定理4.4.5中不需要 f ′连续.

根据定理4.4.3知道 x0 要么是端点,要么是内点但不可导,要么是内点且

为驻点.所以求函数在某个区间上的最值就要把这三种情况考虑进去.

例4.4.7. (1)求函数 f (x) = x3 − x + 1, −1 ≤ x ≤ 1,的最值.

解:根据 f ′(x) = 0得到驻点为 ±1/
√

3.计算可得

f (−1) = 1, f (−1/
√

3) = 1 +
2

3
√

3
, f (1/

√
3) = 1 − 2

3
√

3
, f (1) = 1.

故max[−1,1] f = 1 + 2
3
√

3
= f (− 1√

3
), min[−1,1] f = 1 − 2

3
√

3
= f ( 1√

3
). �

(2)求函数 f (x) = x3 − x2 + 1, −1 ≤ x ≤ 2,的最值.

解:根据 f ′(x) = 0得到驻点为 0和 2/3.计算可得

f (−1) = −1, f (0) = 1, f (2/3) = 1 − 23
27

, f (2) = 5.

故max[−1,2] f = 5 = f (2), min[−1,2] f = −1 = f (−1). �
(3) f ∈ D([0,+∞)), 0 ≤ f (x) ≤ x

1+x2 ⇒ ∃ ξ ∈ (0,+∞) 满足 f ′(ξ) =

(1 − ξ2)/(1 + ξ2)2.

证:注意到 (1− ξ2)/(1+ ξ2)2 = (ξ/(1+ ξ2))′,故定义函数 F(x) := x
1+x2 −

f (x). 因为 F(0) = F(+∞) = 0, F ≥ 0,若函数 F不恒为零则 F的最大值点必

在 (0,+∞)内取到. �
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§4.5 微分中值定理

§4.5.1 Rolle定理

定理4.5.1. (Rolle, 1691) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 f (a) = f (b) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)

满足 f ′(ξ) = 0.

证:因为函数 f 在 [a, b]上连续,存在 ξ, η ∈ [a, b]满足

m f := min
[a,b]

f = f (ξ) ≤ f (x) ≤ f (η) = M f := max
[a,b]

f , ∀ x ∈ [a, b].

若 M f = m f ,则函数 f 是常值函数,从而对任何 ξ ∈ (a, b)都有 f ′(ξ) = 0.

若 M f > m f , 那么 ξ 和 η 中至少有一个不等于区间的端点, 这是因为

f (a) = f (b).不妨假设 a < ξ < b.根据定理4.4.3得到 f ′(ξ) = 0. �

注4.5.2. (1)定理4.5.1中三个条件缺一不可.令

A : f ∈ C([a, b]), B : f ∈ D((a, b)), C : f (a) = f (b), D : f ′(ξ) = 0 ∃ ξ ∈ (a, b).

则

A + B ; D, ( f (x) = x, 0 ≤ x ≤ 1)

A + C ; D, ( f (x) = |1 − 2x|, 0 ≤ x ≤ 1) ,

B + C ; D,

(
f (x) =

{
x, 0 ≤ x < 1,

0, x = 1.

)
.

(2)函数 f 在 “闭区间 [a, b]上连续”这个条件不能减弱为在 “开区间 (a, b)

内连续”.比如

f (x) =

{
x, 0 < x < 1,

−1, x = 0或 1.

(3)反之,在 (1)中,

D ; A

 f (x) =


(

x − 1
2

)2
, 0 < x < 1,

0, c = 0或 1.


D ; B

(
f (x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1

2 ,

1, 1
2 ≤ 1.

)
D ; C ( f (x) = −x(x − 1), 0 < x ≤ 1.) .

(4) f ∈ D2([a, b])且 f (a) = f (b) = 0 ⇒ ∀ x ∈ (a, b) ∃ ξx ∈ (a, b)满足

f (x) =
f ′′(ξx)

2
(x − a)(x − b).

证:只要证明存在 ξx ∈ (a, b)满足

f ′′(ξx) =
2 f (x)

(x − a)(x − b)
.
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固定 x ∈ (a, b)并定义 λ := 2 f (x)/(x − a)(x − b).考察函数

F(u) := f (u)− λ

2
(u − a)(u − b).

计算得到 F(a) = F(b) = F(x) = 0. 利用定理4.5.1两次推出 ∃ ξ1 ∈ (a, x)和

ξ2 ∈ (x, b) 使得 F′(ξ1) = F′(ξ2) = 0 成立. 再次利用定理4.5.1 得到 ∃ ξx ∈
(ξ1, ξ2)满足 F′′(ξx) = 0. �

(5) f ∈ D3([a, b])且 f (a) = f ′(a) = f (b) = 0 ⇒ ∀ x ∈ (a, b) ∃ ξx ∈ (a, b)

满足

f (x) =
f ′′′(ξx)

3!
(x − a)2(x − b).

证:固定 x ∈ (a, b)并定义函数

F(u) := f (u)− λ

3!
(u − a)2(u − b), λ :=

3! f (x)
(x − a)2(x − b)

.

因为 F(a) = F(x) = F(b) = 0,利用定理4.5.1得到存在 ∃ a < ξ1 < x < ξ2 < b

使得 0 = F′(ξ1) = F′(ξ2)成立.但是

F′(u) = f ′(u)− λ

3!

[
2(u − a)(u − b) + (u − a)2

]
, F′(a) = 0,

再次利用定理4.5.1得到存在 ∃ a < ξ3 < ξ1 < ξ4 < ξ2满足 F′′(ξ3) = F′′(ξ4) =

0.故 ∃ ξx ∈ (ξ3, ξ4) ⊂ (a, b)使得 F′′′(ξx) = 0成立.根据

F′′(u) = f ′′(u)− λ

3!
[2(u − b) + (u − a) + 2(u − a)] , F′′′(u) = f ′′′(u)− λ

得到结论成立. �
(6) f ∈ C([a, b]) ∩ D2((a, b)) ⇒ ∀ c ∈ (a, b) ∃ ξc ∈ (a, b)满足

f ′′(ξc) =
2 f (a)

(a − b)(a − c)
+

2 f (b)
(b − c)(b − a)

+
2 f (c)

(c − a)(c − b)
.

证:引入记号

λ1 :=
2 f (a)

(a − b)(a − c)
, λ2 :=

2 f (b)
(b − c)(b − a)

, λ3 :=
2 f (c)

(c − a)(c − b)
.

定义函数

F(x) := f (x)− λ1

2
(x − b)(x − c)− λ2

2
(x − c)(x − a)− λ3

2
(x − a)(x − b).

则 F(a) = F(b) = F(c) = 0, 从而 ∃ a < ξ1 < c < ξ2 < b 使得 F′(ξ1) =

F′(ξ2) = 0成立.故存在 ∃ ξ1 < ξc < ξ2满足 F′′(ξc) = 0.根据

F′′(x) = f ′′(x)− ∑
1≤i≤3

λi,

得到 f ′′(ξc) = ∑1≤i≤3 λi. �
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§4.5.2 Lagrange定理

Rolle定理, 定理4.5.1, 中需要条件 f (a) = f (b). 如果 f (a) ̸= f (b), 即两

点 (a, f (a))和 (b, f (b))不等高,可以把坐标轴旋转一个角度使得在新的坐标

下该两点等高.

定理4.5.3. (Lagrange) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b − a
. (4.5.1)

证:连接两点 (a, f (a))和 (b, f (b))的直线方程为

y =
f (b)− f (a)

b − a
(x − a) + f (a).

因此旋转坐标使得新的 x轴和这个直线平行从而在新的坐标下上述两点是等

高的.定义

F(x) := f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b − a

(x − a).

则 F ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 F(a) = F(b) = 0. 根据定理4.5.1得到 F′(ξ) = 0

对某个 ξ ∈ (a, b)成立. �

注4.5.4. (1)根据定理4.5.3得到

f (b)− f (a) = f ′(ξ)(b − a), ∃ a < ξ < b.

如果把 ξ写成如下形式

ξ = (1 − θ)a + θb = a + θ(b − a), ∃ 0 < θ < 1

则得到

f (b)− f (a) = f ′(a + θ(b − a))(b − a).

一般地对 ∀ a ≤ x, x0 ≤ b ∃ θ ∈ (0, 1)使得

f (x) = f (x0) + f ′(x0 + θ(x − x0))(x − x0) (4.5.2)

成立.当 x − x0 = ∆x足够小时得到

f (x0 + ∆x) = f (x0) + f ′(x0 + θ∆x)∆x ≈ f (x0) + f ′(x0)∆x. (4.5.3)

(2)引入记号

A : f ∈ C([a, b]),

B : f ∈ D((a, b)),

C : f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b − a
, ∃ a < ξ < b.
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则

A ; C (显然),

B ; C

(
f (x) =

{
x, 0 ≤ x < 1,

0, x = 1.

)
.

定理4.5.5. f ∈ C((a, b)) ⇒ f 是常值函数当且仅当在 (a, b)内 f ′ ≡ 0.

证:假设 f ′ ≡ 0. ∀ x ∈ (a, b),根据定理4.5.3得到

0 = f ′(ξ) =
f (x)− f (a)

x − a
, ∃ a < ξ < x.

故 f (x) = f (a).反之是显然成立的. �

定理4.5.6. f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒ f 在 [a, b] 上为常值函数当且仅当在

(a, b)内 f ′ ≡ 0.

证: 假设在 (a, b)内 f ′ ≡ 0. 根据定理4.5.5得到在 (a, b)内 f ≡ c,其中 c

是一个常数.根据连续性得到在 [a, b]上 f ≡ c.反之是显然成立的. �

例4.5.7. (1)

1 − a
b
< ln

a
b
<

b
a
− 1, ∀ 0 < a < b. (4.5.4)

证:令 x = a/b ∈ (0, 1)并考虑函数 f (x) = ln x.由 f ′(x) = 1/x得到

ln b − ln a
b − a

= f ′(ξ) =
1
ξ
∈ (b−1, a−1).

这立即得到 4.5.4. �
(2)证明

arcsin x + arccos x =
π

2
, 0 ≤ x ≤ 1. (4.5.5)

证: 考虑函数 f (x) := arcsin x + arccos x. 由 f ′(x) = (1 − x2)−1/2 − (1 −
x2)−1/2 = 0得到 f (x) = f (0) = π/2. �

(3)证明

x − 1
2

x2 < ln(1 + x) < x, ∀ x > 0. (4.5.6)

证: 定义函数 f (x) = x − ln(1 + x). 根据导数 f ′(x) = x/(1 + x) > 0

及微分中值定理得到 f (x)− f (0) > 0, 即 f (x) > 0. 另一端不等式考虑函数

g(x) = ln(1 + x)− x + 1
2 x2. �

(4)证明

|ex − cos x| ≤
√

2xex, ∀ x ≥ 0. (4.5.7)

证:定义函数

f (x) := ex − cos x −
√

2xex, ∀ x ≥ 0.
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计算可得

f ′(x) = ex + sin x −
√

2 (ex + xex) = [1 −
√

2(1 + x)]ex + sin x,

f ′′(x) = −
√

2ex + [1 −
√

2(1 + x)]ex − cos x

= [1 −
√

2(2 + x)]ex − cos x ≤ [1 −
√

2(2 + 0)]e0 + 1 < 0.

故 f ′(x) < f ′(0) = 1 −
√

2 < 0推出 f (x) ≤ f (0) = 0. 另一个不等式可类似得

到. �
(5)计算

lim
x→+∞

x2 [ln arctan(x + 1)− ln arctan x] .

解:根据微分中值定理得到

x2 [ln arctan(x + 1)− ln arctan x] = x2 1
1 + ξ2

x

1
arctan ξx

→ 1 · 1
π
2
=

2
π

,

这里 x < ξx < x + 1. �

§4.5.3 Cauchy定理

可以把结论 4.5.1改写成如下形式

f (b)− f (a)
g(b)− g(a)

=
f (b)− f (a)

b − a
= f ′(ξ) =

f ′(ξ)
g′(ξ)

, g(x) := x.

一般形式就是如下的定理.

定理4.5.8. (Cauchy) f , g ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 g′(x) ̸= 0 (∀ a < t < b) ⇒
∃ ξ ∈ (a, b)满足

f ′(ξ)
g′(ξ)

=
f (b)− f (a)
g(b)− g(a)

. (4.5.8)

证:注意到

f ′(ξ)
g′(ξ)

=
f (b)− f (a)
g(b)− g(a)

⇐⇒ f ′(ξ)− λg′(ξ) = 0, λ :=
f (b)− f (a)
g(b)− g(a)

.

考察函数

F(x) := f (x)− f (a)− λ[g(x)− g(a)].

则 F ∈ C([a, b])∩D((a, b))且 F(a) = F(b) = 0.根据定理4.5.1得到 ∃ a < ξ < b

满足 0 = F′(ξ) = f ′(ξ)− λg′(ξ). �

例4.5.9. (1) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 0 < a < b ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

f (b)− f (a) = ξ f ′(ξ) ln
b
a

.

证:取函数 g(x) = ln x. �
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(2) f ∈ D([a, b])且 0 < a < b ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

2ξ[ f (b)− f (a)] = (b2 − a2) f ′(ξ).

证:取函数 g(x) = x2. �
(3) f ∈ D([a, b])且 0 < a < b ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

1
a − b

∣∣∣∣∣ a b

f (a) f (b)

∣∣∣∣∣ = f (ξ)− ξ f ′(ξ).

证:注意到

1
a − b

∣∣∣∣∣ a b

f (a) f (b)

∣∣∣∣∣ = a f (b)− b f (a)
a − b

=
f (b)

b − f (a)
a

1
b −

1
a

.

取函数 F(x) = f (x)/x和 G(x) = 1/x. �
(4) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 0 < a < b ⇒ ∃ ξ, η ∈ (a, b)满足

f ′(η) = (b2 + ab + a2 + 2)
f ′(ξ)

3ξ2 + 2
.

证: η的选取是显然的: ∃ η ∈ (a, b)满足

f (b)− f (a)
b − a

= f ′(η).

这样只要证明存在 ξ ∈ (a, b)使得

f (b)− f (a)
b3 − a3 + 2(b − a)

=
f ′(ξ)

3ξ3 + 2

成立,也即证明

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b3 − a3 + 2(b − a)
(3ξ2 + 2) =

f (b)− f (a)
b3 − a3 + 2(b − a)

(ξ3 + 2ξ)′.

定义函数

F(x) := f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b3 − a3 + 2(b − a)

(x3 − a3 + 2(x − a)).

则 F ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 F(a) = F(b) = 0. 从而 ∃ ξ ∈ (a, b)使得 F′(ξ) =

0成立. �
(5) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 0 < a < b ⇒ ∃ ξ, η ∈ (a, b)满足

f ′(ξ) =
a + b

2η
f ′(η).

证:首先 ∃ ξ ∈ (a, b)使得

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b − a
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成立.其次定义函数

F(x) := f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b2 − a2 (x2 − a2).

则 F ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 F(a) = F(b) = 0. 从而 ∃ ξ ∈ (a, b)使得 F′(ξ) =

0成立. �
(6) f ∈ D([a, b] f ′(a) = f ′(b) = 0 ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)

f (ξ)− f (a) = f ′(ξ)(ξ − a).

证:注意到

f (ξ)− f (a) = f ′(ξ)(ξ − a) ⇔ f ′(ξ) =
f (ξ)− f (a)

ξ − a
.

定义函数

F(x) :=

{
f (x)− f (a)

x−a , a < x ≤ b,

f ′(a), x = a.

则 F ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)). ∀ x ∈ (a, b)计算得到

F′(x) =
f ′(x)
x − a

− f (x)− f (a)
(x − a)2

且

F′(b) = − f (b)− f (a)
(b − a)2 , F(b) =

f (b)− f (a)
b − a

, F(a) = 0.

情形 1: f (a) = f (b).此时 F(b) = 0 = F(a).则 ∃ ξ ∈ (a, b)满足 F′(ξ) = 0.

情形 2: f (a) ̸= f (b). 不失一般性不妨假设 f (a) > f (b)从而得到 F′(b) >

0 和 F(b) < 0. 故 ∃ ξ1 ∈ (a, b) 满足 F(ξ1) < F(b) < 0 = F(a). 利用连续函

数介质性定理得到 ∃ ξ2 ∈ (a, ξ1)使得 F(ξ2) = F(b)成立. ∃ ξ ∈ (ξ2, b)满足

F′(ξ) = 0. �
(7)假设 f 不是线性函数且 f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

| f ′(ξ)| >
∣∣∣∣ f (b)− f (a)

b − a

∣∣∣∣ .

证:定义函数

F(x) := f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b − a

(x − a), x ∈ [a, b].

因为函数 F不是线性的,故存在 ∃ c ∈ (a, b)满足 F(c) ̸= 0.不妨假设 F(c) > 0.

则 ∃ ξ1 ∈ (a, c)和 ξ2 ∈ (c, b)使得

F′(ξ1) =
F(c)− F(a)

c − a
=

F(c)
c − a

> 0, F′(ξ2) =
F(b)− F(c)

b − c
=

−F(c)
b − c

< 0

成立,也即

f ′(ξ1) >
f (b)− f (a)

b − a
f ′(ξ2) <

f (b)− f (a)
b − a

.
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当 f (b) ≥ f (a)时取 ξ = ξ1得到

| f ′(ξ1)| = f ′(ξ1) >
f (b)− f (a)

b − a
> 0.

否则的话取 ξ = ξ2. �
(8) f ∈ D2([a, b])且 f ′(a) = f ′(b) = 0 ⇒ ∃ c ∈ (a, b)满足

| f ′′(c)| ≥ 4
(b − a)2 | f (b)− f (a)|.

证: ∀ x0 ∈ [a, b]可以证明

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1
2
(x − x0)

2 f ′′(ξx) (4.5.9)

这里 ξ是介于 x和 x0之间.事实上定义函数

F(x) := f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x − x0), G(x) := (x − x0)
2.

根据微分中值定理得到

F(x)
G(x)

=
F(x)− F(x0)

G(x)− G(x0)
=

F′(ξ1)

G′(ξ1)
=

f ′(ξ1)− f ′(x0)

2(ξ1 − x0)

f ′′(ξ2)

2
,

其中 x0 < x2 < ξ1 < x.特别地取 x0 = a和 x = (a + b)/2得到

f
(

a + b
2

)
= f (a) +

(n − a)2

8
f ′′(ξ1), ∃ ξ1 ∈

(
a,

a + b
2

)
.

类似地 ∃ (a + b)/2 < ξ2 < b满足

f
(

a + b
2

)
= f (b) +

(b − a)2

8
f ′′(ξ2).

从而得到

f (b)− f (a) =
(b − a)2

8
[ f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)]

或
4

(b − a)2 [ f (b)− f (a)] =
f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)

2
.

两边取绝对值得到

4
(b − a)2 | f (b)− f (a)| ≤ | f ′′(ξ1)|+ | f ′′(ξ2)|

2
.

若 | f ′′(ξ1)| ≤ | f ′′(ξ2)|,则取 ξ = ξ2,否则的话取 ξ = ξ1. �
(9) f ∈ D2((−∞,+∞))且 Mk := sup(−∞,+∞) | f (k)| < +∞ (k = 0, 1, 2) ⇒

M2
1 ≤ 2M0M2.
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证:利用 (4.5.9)得到

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h +
f ′′(ξ1)

2
h2,

f (x − h) = f (x)− f ′(x)h +
f ′′(ξ2)

2
h2,

其中 x − h < ξ2 < x < ξ1 < x + h.两式相加得到

2 f ′(x)h = [ f (x + h)− f (x − h)]− h2

2
[ f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)]

从而不等式 2h| f ′(x)| ≤ 2M0 + h2M2 对任何 h ∈ R都成立. 根据二次多项式

的判别式得到 4M2
1 − 4M02M2 ≤ 0. �

§4.6 L’Hospital法则

假设函数 f , g定义在 U(a, r)内且均在 a处可导.如果 f (a) = g(a) = 0且

g′(a) ̸= 0则得到

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

g(x)−g(a)
x−a

=
f ′(a)
g′(a)

.

§4.6.1 0
0 型

定理4.6.1. (L’Hospital, 1696)假设 f , g ∈ D((a, b)), g′ ̸= 0,且 limx→a+ f (x) =

limx→a+ g(x) = 0 =⇒如果极限

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A (存在或∞)

则

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

. (4.6.1)

证:延拓定义函数

F(x) :=

{
0, x = a,

f (x), a < x < b,
G(x) :=

{
0, x = a,

g(x), a < x < b.

则 F, G ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)).从而对 ∀ x ∈ (a, b) ∃ ξ ∈ (a, x)使得

F(x)
G(x)

=
F(x)− F(a)
G(x)− G(a)

=
F′(ξ)

G′(ξ)
=⇒ f (x)

g(x)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

→ A

成立. �

例4.6.2. (1)证明

f ′′(a) = lim
h→0

f (a + h) + f (a − h)− 2 f (a)
h2
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对在 a处二阶可导的函数 f 都成立.

证:根据定义

f ′′(a) = lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)
x − a

可知 f ∈ D(U(a, r)).利用定理4.6.1两次计算得到

lim
h→0

f (a + h) + f (a − h)− 2 f (a)
h2 = lim

h→0

f ′(a + h)− f ′(a − h)
2h

= lim
h→0

f ′(a + h)− f (a)
2h

+ lim
h→0

f ′(a − h)− f (a)
−2h

=
f ′′(a) + f ′′(a)

2
= f ′′(a). �

(2)已知

lim
x→0

sin(6x)− x f (x)
x3 = 0

求极限

lim
x→0

6 − f (x)
x2 .

证:利用定理4.6.1两次计算得到

6 − f (x)
x2 =

5x − x f (x)
x3 =

sin(6x)− x f (x)
x3 +

6x − sin(6x)
x3

→ 0 +
6 − 6 cos(6x)

3x2 → 12 sin(6x)
2x

→ 36 cos(6x) → 36. �

§4.6.2 ∞
∞ 型

定理4.6.3. 假设 f , g ∈ D((a, b)),在 (a, b)内 g′ ̸= 0,且 limx→a+ g(x) = ∞ =⇒
若

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A (存在或 ∞)

则

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A. (4.6.2)

证: (1) A < ∞.对 ∀ x, x0 > a只要 x ̸= x0有

f (x)
g(x)

=
f (x)− f (x0)

g(x)
+

f (x0)

g(x)
=

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)

g(x)− g(x0)

g(x)
+

f (x0)

g(x)

=
f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)

[
1 − g(x0)

g(x)

]
+

f (x0)

g(x)

成立.从而∣∣∣∣ f (x)
g(x)

− A
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣[ f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
− A

] [
1 − g(x0)

g(x)

]
+

f (x0)− Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣1 − g(x0)

g(x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
− A

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f (x0)− Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣ .
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因为 limx→a+ f ′(x)/g′(x) = A故 ∀ ϵ > 0 ∃ δ1 < b − a使得∣∣∣∣ f ′(zx)
g′(x)

− A
∣∣∣∣ < ϵ ∀ x ∈ (a, a + δ1)

成立.令 x0 := a + δ1. ∀ x ∈ (a, x0) ∃ ξ ∈ (x, x0)满足

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

则 ∣∣∣∣ f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
− A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f ′(ξ)
g′(ξ)

− A
∣∣∣∣ < ϵ.

根据假设条件 limx→a+ g(x) = ∞得到对上述 ϵ > 0 ∃ δ < δ1使得∣∣∣∣1 − g(x0)

g(x)

∣∣∣∣ < ϵ,
∣∣∣∣ f (x0)− Ag(x0)

g(x)

∣∣∣∣ < ϵ

成立.因此 ∀ a < x < a + δ得到∣∣∣∣ f (x)
g(x)

− A
∣∣∣∣ < ϵ + 2ϵ = 3ϵ.

(2) A = ∞.基本想法是证明此时 limx→a+ f (x) = ∞从而可以利用 (1)中

的结论.因为

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= ∞,

故 ∃ δ1 > 0使得不等式 | f ′(x)/g′(x)| ≥ 1成立, ∀ a < x < a + δ1.对 ∀ a < x <

y < a + δ1得到 ∣∣∣∣ f (x)− f (y)
g(x)− g(y)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f ′(ξ)
g′(ξ)

∣∣∣∣ ≥ 1, ∃ ξ ∈ (x, y).

从而

| f (x)− f (y)| ≥ |g(x)− g(y)| ≥ |g(x)| − |g(y)|.

但是 limx→a+ g(x) = ∞推出 limx→a+ f (x) = ∞.利用 (1)得到

lim
x→a+

g(x)
f (x)

= lim
x→a+

g′(x)
f ′(x)

= 0 =⇒ lim
x→a+

f (x)
g(x)

= ∞. �

例4.6.4. (1) ∀ α > 0, ∀ k ∈ N+ =⇒ limx→+∞
xα

(ln x)k = +∞.

证:定理4.6.3利用 k次得到

lim
x→+∞

(ln x)k

xα
= lim

x→+∞

k(ln x)k−1

αxα
= · · · = lim

x→+∞

k!
αkxα

= 0. �

(2) f ∈ D([a,+∞)), f 有界,且 limx→+∞ f ′(x) =⇒ limx→+∞ f ′(x) = 0.
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证:利用定理4.6.3得到

lim
x→∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

f ′(x) = A.

但是 f 有界故 f (x)/x → 0.从而 A = 0. �
(3) f ∈ D([a,+∞)), f 有界,且 limx→+∞ f (x) = 0 ; limx→+∞ f ′(x) = 0.

解:考察函数

f (x) =

{
sin(x2)

x , x > 0,

0, x = 0.

对 ∀ x > 0,计算得到

f ′(x) =
2x2 cos(x2)− sin(x2)

x2 = 2 cos(x2)− sin(x2)

x2

从而极限 limx→∞ f ′(x)不存在.注意到 f ′+(0) = 1. �

§4.6.3 其它型

主要有以下三种类型.

(A) “0 · ∞”型. limx→a f (x) = 0且 limx→a g(x) = ∞ =⇒

lim
x→a

[ f (x)g(x)] = lim
x→a

f (x)
1

g(x)

或 lim
x→a

g(x)
1

f (x)

. (4.6.3)

(B) “∞ − ∞”型. limx→a f (x) = ∞ = limx→a g(x) =⇒

lim
x→a

[ f (x)− g(x)] = lim
x→a

1
g(x) −

1
f (x)

1
f (x)g(x)

. (4.6.4)

(C) “00, ∞0, 1∞”型.

00型

∞0型

1∞ 型

 lim
x→a

[ f (x)]g(x) = elimx→a g(x) ln f (x)


0 · ∞型

0 · ∞型

∞ · 0型

(4.6.5)

例4.6.5. (1)计算

lim
x→π

(x − π) cot x = lim
x→π

x − π

tan x
= lim

x→π

1
sec2 x

= 1.

(2)计算

lim
x→0

(
1

sin x
− 1

x

)
= lim

x→0

x − sin x
x sin x

= lim
x→0

1 − cos x
sin x + x cos x
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= lim
x→0

sin x
2 cos x − x sin x

= 0.

(3)计算

lim
x→0+

[
e

(1 + x)1/x

]1/x
= e

limx→0+
1
x ln e

(1+x)1/x = elimx→0+
1− 1

x ln(1+x)
x

= elimx→0+
x−ln(1+x)

x2 = elimx→0+
1− 1

1+x
2x = elimx→0+

1
2(1+x) = e1/2.

(4)计算

lim
n→∞

n1/n = lim
x→+∞

x1/x = limx→+∞e
ln x

x = e0 = 1.

(5) f ∈ D((0, ∞)), a > 0,且 limx→+∞[a f (x) + f ′(x)] = L =⇒

lim
x→+∞

f (x) =
L
a

.

证:计算得到

lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

eax f (x)
eax = lim

x→+∞

(eax f (x))′

aeax =
L
a

. �

(6) f ∈ D2((0,+∞))且 limx→+∞[ f (x) + f ′(x) + f ′′(x)] = L =⇒

lim
x→+∞

f (x) = L.

证:注意到 (5)的结论所以引入两个参数

f + f ′ + f ′′ = β[(α f + f ′) + (α f + f ′)′.

得到 α + β = 1 = αβ.利用 (5)两次得到

lim
x→+∞

[α(x) + f ′(x)] =
L
β

和 limx→∞ f (x) = L/αβ = L. �
(7)假设函数 f 在 a处 n阶可导 =⇒

f (n)(a) = lim
h→0

{
1
hn ∑

0≤k≤n

[
(−1)n−k

(
n
k

)
f (a + kh)

]}
.

证:计算得到

lim
h→0

{
1
hn ∑

0≤k≤n

[
(−1)n−k

(
n
k

)
f (a + kh)

]}

= lim
h→0

1
nhn−1 ∑

1≤k≤n
(−1)n−k

(
n
k

)
f ′(a + kh)k

= lim
h→0

1
n(n − 1)hn−2 ∑

2≤k≤n
(−1)n−kk2

(
n
k

)
f ′′(a + kh)

= · · · = 1
n!

f (n)(a) = f (n)(a). �
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§4.7 Taylor公式

观察到

f 在 x0处可导 =⇒ f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0),

f 在 x0处二阶可导 =⇒ f (x) = f (x0)+ ∑
1≤k≤2

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
2).

定义4.7.1. 假设函数 f 在 x0处 n阶可导,则 f ∈ Dn−1((x0 − δ, x0 + δ))对某个

δ > 0成立. f 在 x0处的n阶 Taylor多项式定义为

Pn(x) ≡ Pn(x; x0, f ) := f (x0) + ∑
1≤k≤n

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k. (4.7.1)

§4.7.1 Peano型余项

定理4.7.2. (Peano型余项)假设函数 f 在 x0处 n阶可导 =⇒ ∃ δ > 0使得

f (x) = Pn(x) + rn(x), ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), (4.7.2)

成立,这里

rn(x) = o((x − x0)
n) (4.7.3)

x → x0.

证: n次利用定理4.6.1得到

lim
x→x0

f (x)− Pn(x)
(x − x0)n = lim

x→x0

f ′(x)− ∑1≤k≤n
f (k)(x0)
(k−1)! (x − x0)

k−1

n(x − x0)n−1

= lim
x→x0

f ′(x)− ∑0≤k≤n−1
f (k)(x0)

k! (x − x0)
k

n(x − x0)n−1 = · · ·

= lim
x→x0

f (m)(x)− ∑0≤k≤n−m
f (k)(x0)

k! (x − x0)
k

n(n − 1) · · · (n − m + 1)(x − x0)n−m (0 ≤ m ≤ n)

= lim
x→x0

f (n−1)(x)− f (n−1)(x0)− f (n)(x0)(x − x0)

n!(x − x0)

=
1
n!

[
f (n)(x0)− f (n)(x0)

]
= 0. �
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§4.7.2 Lagrange型余项

假设 f ∈ C1([x0 − δ, x0 + δ]) ∩ D2((x0 − δ, x0 + δ))则得到 f ′ ∈ C([x0 −
δ, x0 + δ]) ∩ D((x0 − δ, x0 + δ)).故

f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x − x0) =: r1(x) = o(x − x0), x → x0,

其中 r1(x0) = 0且 r1 ∈ C([x0 − δ, x0 + δ]) ∩ D((x0 − δ, x0 + δ)). 利用微分中

值定理得到

r1(x)− r1(x0)

(x − x0)2 − 0
=

r′1(ξ)
2(ξ − x0)

=
f ′(ξ)− f ′(x0)

2(ξ − x0)
, ∃ ξ ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

从而

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(η)

2
(x − x0)

2, ∃ η ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

定理4.7.3. (Lagrange 型余项) f ∈ Cn([x0, x0 + δ]) ∩ Dn+1((x0, x0 + δ)) =⇒
∀ x ∈ (x0, x0 + δ)有

f (x) = Pn(x) + rn(x), (4.7.4)

这里

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1, ∃ ξ ∈ (x0, x0 + δ). (4.7.5)

证:引入函数

G(t) := f (x)− ∑
0≤k≤n

f (k)(t)
k!

(x − t)k, H(t) ∈ D((x0, x0 + δ))且 H(x) = 0.

因为 G ∈ C([x0, x0 + δ]) ∩ D((x0, x0 + δ)), ∃ ξ ∈ (x0, x0 + δ)满足

G(x0)

H(x0)
=

G(x)− G(x0)

H(x)− H(x0)
=

G′(ξ)

H′(ξ)
= − f (n+1)(ξ)

n!H′(ξ)
(x − ξ)n.

即

G(x0) = − f (n+1)(ξ)

n!H′(ξ)
(x − ξ)n H(x0). (4.7.6)

如果取函数 G(t) = (x − t)n+1得到 (4.7.5). �

注4.7.4. (1)根据定理4.7.2, f 在 x0处 n阶可导⇒ rn(x) = o((x− x0)
n).根据定

理4.7.3, f ∈ Cn([x0, x0 + δ]) ∩ Dn+1((x0, x0 + δ)) ⇒ rn(x) = f (n+1)(ξ)
(n+1)! (x − x0)

n;

如果进一步 f (n+1)有界则 rn(x) = o((x − x0)
n).

(2)若 f ∈ C([a, b])则存在 [a, b]上的多项式数列 {Pn(x)}n≥1使得

lim
n→∞

Pn(x) = f (x), ∀ x ∈ [a, b] (4.7.7)
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成立

证:不妨假设 [a, b] = [0, 1].定义多项式

Pn(x) := ∑
0≤k≤n

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1 − x)n−k.

计算得到

| f (x)− Pn(x)| =

∣∣∣∣∣ ∑
0≤k≤n

f (x)
(

n
k

)
xk(1 − x)n−k − Pn(x)

∣∣∣∣∣
≤ ∑

0≤k≤n

(
n
k

) ∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ xk(1 − x)n−k.

由于 f ∈ C([a, b]), ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0, ∀ y ∈ (x − δ, x + δ) ∩ [0, 1]有

| f (x)− f (y)| < ϵ.

因此

| f (x)− Pn(x)| ≤ ∑
|x−k/n|<δ

(
n
k

) ∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ xk(1 − x)n−k

+ 2M f ∑
|x−k/n|≥δ

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

≤ ϵ +
2M f

δ ∑
|nx−k|≥nδ

δ

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

≤ ϵ +
2M f

δ ∑
0≤k≤n

(nx − k)2

n2

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

= ϵ +
2M f

δn2 nx(1 − x) = ϵ +
2M f

δn
x(1 − x).

这里 M f := max[0,1] | f |. 令 n → +∞得到 Pn(x) → f (x). 作为练习请计算最

后那个求和. �

§4.7.3 Cauchy型余项

如果在 4.7.6中取 H(t) = x − t,则得到

定理4.7.5. (Cauchy型余项) f ∈ Cn([x0, x0 + δ])∩ Dn+1((x0, x0 + δ)) =⇒∀ x ∈
(x0, x0 + δ)

f (x) = Pn(x) + rn(x), (4.7.8)

这里

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x − ξ)n(x − x0). (4.7.9)
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注4.7.6. (Maclaurin公式)该公式形式上可写成

f (x) = f (0) + ∑
1≤k≤n

f (k)(0)
k!

xk + rn(x), (4.7.10)

(1) f 在 0处 n阶可导 =⇒ rn(x) = o(xn).

(2) f ∈ Cn([0, δ]) ∩ Dn+1((0, δ)) =⇒ rn(x) = f (n+1)(ξ)
(n+1)! xn+1 或 f (n+1)(ξ)

n! x(x −
ξ)n.此时若记作 ξ = θx,其中 θ ∈ (0, 1),得到

f (x) = f (0) + ∑
1≤k≤n

f (k)(0)
k!

xk +
f (n+1)(θx)
(n + 1)!

xn+1, (4.7.11)

或者

f (x) = f (0) + ∑
1≤k≤n

f (k)(0)
k!

xk +
f (n+1)(θx)(1 − θ)n

n!
xn+1. (4.7.12)

例4.7.7. (1)指数函数 ex:

ex = 1 + ∑
1≤k≤n

xk

k!
+

eθx

(n + 1)!
xn+1, (4.7.13)

或

ex = 1 + ∑
1≤k≤n

xk

k!
+

eθx(1 − θ)n

n!
xn+1. (4.7.14)

(2)对数函数 ln(1 + x) (x > −1):

ln(1 + x) = ∑
1≤k≤n

(−1)k−1 xk

k
+

(−1)n

(n + 1)(1 + θx)n+1 xn+1, (4.7.15)

或

ln(1 + x) = ∑
1≤k≤n

(−1)k−1 xk

k
+

(−1)n(1 − θ)n

(1 + θx)n+1 xn+1. (4.7.16)

(3)三角函数 sin x:

sin x = ∑
0≤k≤n

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+


o(x2n+2),

x2n+3

(2n+3)! sin(θx + 2n+3
2 π),

x2n+3

(2n+1)! (1 − θ)2n+1 sin(θx + 2n+3
2 π).

(4.7.17)

(4)三角函数 cos x:

cos x = ∑
0≤k≤n

(−1)kx2k

(2k)!
+


o(x2n+1),
(−1)n+1x2n+2

(2n+2)! cos(θx),
(−1)n+1x2n+2

(2n)! (1 − θ)2n cos(θx).

(4.7.18)
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(5)函数 (1 + x)α:

(1 + x)α = ∑
0≤k≤n

(
α

k

)
xk +


o(xn),

( α
n+1)(1 + θx)α−(n+1)xn+1,

( α
n+1)(n + 1)(1 − θ)n(1 + θx)α−(n+1)xn+1.

(4.7.19)

这里 (α
k) = α(α − 1) · · · (α − k + 1)/k!.

在例3.2.13 (3)中我们断言 (但当时没有给出证明)

(1 + x)α − ∑
0≤k≤n−1

α(α − 2) · · · (α − k + 1)
k!

xk ∼ α(α − 1) · · · (α − n + 1)
n!

xn

当 x → 0时.事实上

(1 + x)α − ∑0≤k≤n−1
α(α−1)···(α−k+1)

k! xk

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn

= 1 +
o(xn)

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn

= 1 + o(1)

当 x → 0时.特别的

1
1 + x

= ∑
0≤k≤n

(−1)kxk +
(−1)n+1xn+1

(1 + θx)n+2 , x > −1. (4.7.20)

1
1 − x

= ∑
0≤k≤n

xk +
xn+1

(1 − θx)n+2 , 0 < x < 1. (4.7.21)

√
1 + x = 1 + ∑

1≤k≤n

(−1)k−1(2k − 3)!!
(2k)!!

xk +
(−1)n(2n − 1)!!

(2n + 2)!!
xn+1

(1 + θx)n+ 1
2

.

(4.7.22)

1√
1 + x

= 1 + ∑
1≤k≤n

(−1)k(2k − 1)!!
(2k)!!

xk +
(−1)n+1(2n + 1)!!

(2n + 2)!!
xn+1

(1 + θx)n+ 3
2

.

(4.7.23)

定理4.7.8. (唯一性)假设函数 f 在 x0处 n阶可导且在 x0附近有

f (x) = a0 + ∑
1≤k≤n

ak(x − x0)
k + Rn(x)

这里 Rn(x) = o((x − x0)
n) =⇒

ak =
f (k)(x0)

k!
, 0 ≤ k ≤ n.

证:根据假设条件有

a0 + ∑
1≤k≤n

ak(x− x0)
k +Rn(x) = f (x0)+ ∑

1≤k≤n

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n).
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令 x → x0得到 a0 = f (x0)且

∑
1≤k≤n

[
ak −

f (k)(x0)

k!

]
(x − x0)

k = o((x − x0)
k)− Rn(x).

特别地[
a1 −

f ′(x0)

1!

]
+ ∑

2≤k≤n

[
ak −

f (k)(x0)

k!

]
(x − x0)

k−1 = o((x − x0)
n−1).

令 x → x0得到 a1 = f ′(x0).同样过程可得到 ak = f (k)(x0)/k!. �

推论4.7.9. 假设函数 f 在 x0处 (n + 1)阶可导 =⇒

P′
n+1(x; x0, f ) = Pn(x; x0, f ′), (4.7.24)

即,函数 f 在 x0处的 n + 1阶Taylor多项式等于 f ′在 x0处的 n阶Taylor多项

式.

证:根据定义得到

f (x) = Pn+1(x) + o((x − x0)
n+1), f ′(x) = Qn(x) + o((x − x0)

n),

这里 Pn+1(x) = Pn+1(x; x0, f )和 Qn(x) := Pn(x; x0, f ′).然而

Pn+1(x) = ∑
0≤k≤n+1

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k,

Qn(x) = ∑
0≤k≤n

( f ′)(k)(x0)

k!
(x − x0)

k

= ∑
1≤k≤n+1

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x − x0)

k−1 = P′
n+1(x). �

例4.7.10. (1)已知 f (x) = tan x求 P5(x; 0, f ).

解:根据定义可令

tan x =
sin x
cos x

=
x − x3

3! +
x5

5! + o(x5)

1 − x2

2! +
x4

4! + o(x5)
= ∑

0≤k≤5
akxk + o(x5)

故有等式

x − x3

3!
+

x5

5!
+ o(x5) = a0 + a1x +

(
a2 −

a0

2

)
x2 +

(
a3 −

a1

2

)
x3

+
(

a4 −
a2

2
+

a0

24

)
x4 +

(
a5 −

a3

2
+

a1

24

)
x5 + o(x5).

由定理4.7.8比较两边系数得到 a0 = 0, a1 = 1, a0 = 0, a3 = 1
3 , a4 = 0, a5 = 2

15 .

所以

tan x = x +
1
3

x3 +
2

15
x5 + o(x5). (4.7.25)
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实际上可以证明 (等学过级数理论后)

tan x = ∑
1≤k≤n

22k(22k − 1)
(2k)!

Bkx2k−1 + o(x2n−1), (4.7.26)

这里 Bk 是第 k个Bernoulli数 (定义见下个例题). �

(2)已知 f (x) = x/(ex − 1)求 P4(x; 0, f ).

解:根据 (4.7.13)得到

x
ex − 1

=
x

x + x2

2! +
x3

3! +
x4

4! + o(x4)
= 1 − x

2
+

x2

12
− x4

720
+ o(x4).

一般可以得到

x
ex − 1

= 1 − 1
2

x + ∑
1≤k≤n

(−1)k−1Bk
(2k)!

x2k + o(x2n), (4.7.27)

这里 Bk 就是所谓的第 k个 Bernoulli数,比如

B1 =
1
6

, B2 =
1

30
, B3 =

1
42

, B4 =
1

30
, B5 =

5
66

, · · · , Bk ∈ Q.

回顾Riemann ζ函数定义为

ζ(z) := ∑
k≥1

1
kz = lim

n→∞ ∑
1≤k≤n

1
kz , Re(z) > 1. (4.7.28)

一个经典结果是

ζ(2n) =
(2π)2n

2(2n)!
Bn ∈ Q, (4.7.29)

即所有 ζ(2n) 是有理数, 我们猜测 ζ(2n + 1)是无理数 (对前面几个已经证明

了). �

(3) f ∈ D2([0, 1]), | f (0)| ≤ 1, | f (1)| ≤ 1, | f ′′(x)| ≤ 2 (∀ x ∈ [0, 1]) =⇒
| f ′(x)| ≤ 3, ∀ x ∈ [0, 1].

证:给定 x ∈ (0, 1)根据Taylor公式得到

f (1) = f (x) + f ′(x)(1 − x) +
f ′′(ξ)

2
(1 − x)2, ∃ ξ ∈ (x, 1),

f (0) = f (x) + f ′(x)(0 − x) +
f ′′(η)

2
(0 − x)2, ∃ η ∈ (0, x).

f (1)− f (0) = f ′(x) +
f ′′(ξ)

2
(1 − x)2 − f ′′(η)

2
x2
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| f ′(x)| =

∣∣∣∣ f (1)− f (0)− f ′′(ξ)
2

(1 − x)2 +
f ′′(η)

2
x2
∣∣∣∣

≤ | f (1)|+ | f (0)|+ |1 − x|2 + |x|2

≤ 2 + x2 + (1 − x)2 = 2x2 − 2x + 3 ≤ 3.

如果 x = 0或 x = 1,同样的不等式也成立. �

(4)假设 f ∈ Cn+1((a − δ, a + δ)), −δ < h < δ, f (n+1)(a) ̸= 0,且

f (a + h) = ∑
0≤k≤n−1

f (k)(a)
k!

hk +
f (n)(a + θhh)

n!
hn, 0 < θh < 1.

证明

lim
h→0

θh =
1

n + 1
.

证:根据Taylor展开得到

f (a + h) = ∑
0≤k≤n

f (k)(a)
k!

hk +
f (n+1)(a)
(n + 1)!

hn+1 + o(hn+1).

由定理4.7.8得到

hn

n!
f (n)(a + θhh) =

hn

n!
f (n)(a) +

hn+1

(n + 1)!
f (n+1)(a) + o(hn+1).

故

f (n)(a + θhh) = f (n)(a) +
h

n + 1
f (n+1)(a) + o(h).

两边同除以 h推出

f (n)(a+θhh)− f (n)(a)
h

f (n+1)(a)
n+1 + o(1)

h→0

y yh→0

limh→0 θh limh→0
f (n)(a+θhh)− f (n)(a)

θhh
1

n+1 f (n+1)(a)

因此得到 limh→0 θh = 1/(n + 1). �

(5) f ∈ D2([a, b]), f (a) = f (b) = 0, | f ′′(x)| ≤ 8 (∀ x ∈ [a, b]) =⇒∣∣∣∣ f ( a + b
2

)∣∣∣∣ ≤ (b − a)2.

证:根据Taylor公式得到 ∃ ξ, η ∈ (a, b)满足

f (a) = f
(

a + b
2

)
+

f ′( a+b
2 )

1!

(
a − b

2

)
+

f ′′(ξ)
2!

(
a − b

2

)2
,

f (b) = f
(

a + b
2

)
+

f ′( a+b
2 )

1!

(
b − a

2

)
+

f ′′(η)
2!

(
a − b

2

)2
.
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化简得到

f (a) + f (b)
2

= f
(

a + b
2

)
+

f ′′(ξ) + f ′′(η)
4

(
a − b

2

)2
.

由条件 | f ′′| ≤ 8得到∣∣∣∣ f ( a + b
2

)∣∣∣∣ = ( a − b
2

)2 ∣∣∣∣ f ′′(ξ) + f ′′(η)
4

∣∣∣∣ ≤ (b − a)2

4
× 8 + 8

4
= (b − a)2. �

§4.7.4 Taylor级数

目前为止Taylor公式中会有余项 rn(x),即

f (x) = Pn(x) + rn(x).

一个很自然的问题是什么时候余项消失. 但是根据余项定义, 要使余项消失

首要的前提是函数本身的高阶导数都存在. 那么问题可如下陈述. 如果 f ∈
C∞((x0 − δ, x0 + δ)),则对任意 n ∈ N+,存在 f 在 x0 处的 n阶Taylor多项式

Pn(x)

Pn(x) ≡ Pn(x; x0, f ) = ∑
0≤k≤n

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k.

什么时候如下极限

lim
n→∞

Pn(x) = f (x) ???

存在.

定义4.7.11. 假设对每个 n ∈ N+函数 f 在 x0处是 n阶可导的,则其在x0处的

Taylor级数定义为

Pf (x) ≡ P∞(x; x0, f ) = ∑
k≥0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k = lim
n→∞

Pn(x; x0, f ). (4.7.30)

称函数 f 在x0 处实解析如果存在 x0 的邻域 (x0 − δ, x0 + δ) 使得对任何 x ∈
(x0 − δ, x0 + δ)极限 limn→∞ Pn(x)都存在且满足

f (x) = Pf (x). (4.7.31)

称函数 f 在区间 I 内实解析,记作 f ∈ Cω(I),如果 f 在 I 中的每个点处都是

实解析.

注4.7.12. (1)函数 f 在 x0 处实解析⇒函数 f 在 x0 处光滑 (即 f 的各阶导数

都存在).

(2)函数 f 在 x0处光滑;函数 f 在 x0处实解析.比如考察如下例子

f (x) =

{
e−1/x, x > 0,

0, x ≤ 0.
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根据例4.3.4 (2)得到

f (n)(x) =

 Q2n

(
1
x

)
e−1/x, x > 0,

0, x ≤ 0.

单数

Pf (x) = ∑
k≥0

f (k)(0)
k!

xk = 0

对任何 x靠近 0都成立,这是不可能的.

(3)利用级数理论可以证明

sin x = ∑
k≥0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, cos x = ∑

k≥0

(−1)kx2k

(2k)!
,

ex = ∑
k≥0

xk

k!
, ln(1 + x) = ∑

k≥1

(−1)k−1xk

k
,

tan x = ∑
k≥1

22k(22k − 1)Bk
(2k)!

x2k−1, |x| < π

2
.

(4) (Bernstein) f ∈ D∞([a, b]) 且 f (k)(x) ≥ 0 (∀ x ∈ [a, b]) ⇒ ∀ x, x0 ∈
(a, b)满足 |x − x0| < b − x0,有

f (x) = ∑
k≥0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k.

定理4.7.13. 假设函数 f ∈ D∞((x0 − δ, x0 + δ))且 | f (n)(x)| ≤ Mn (∃ M > 0,

∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), ∀ n ∈ N+) ⇒得到

f (x) = ∑
k≥0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k, ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

证:根据Taylor公式得到∣∣∣∣∣ f (x)− ∑
0≤k≤n

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1

∣∣∣∣∣ ≤ Mn+1δn+1

(n + 1)!
.

当 n → ∞得到结论成立. �

例4.7.14. 求函数

f (x) =
1

sin2 x
− 1

x2 , −π < x < π

的Taylor级数.

解:因为 f (n)(x) ≥ 0根据定理4.7.13得到

1
sin2 x

− 1
x2 = ∑

k≥0

f (2k)(0)
(2k)!

x2k = ∑
k≥0

ζ(2k + 2)
π2k+2 (4k + 2)x2k
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这里

f (2k)(0) = 2 ∑
n≥1

(2k + 1)!
(nπ)2k+2 = 2(2k + 1)!

ζ(2k + 2)
π2k+2 .

f (2k+1) = 0. �

例4.7.15. (1)回顾Bernoulli数的定义

x
ex − 1

= ∑
n≥0

bn

n!
xn = 1 − 1

2
x + ∑

n≥1

(−1)n−1Bn

(2n)!
x2n, (4.7.32)

这里 b0 = 1, b1 = − 1
2 , b2n+1 = 0 (n ≥ 1),和 bn = − 1

n+1 ∑0≤i≤n−1 (
n+1

i )bi.

(2)类似地可以定义Euler数

2ex

e2x + 1
= ∑

n≥0

en

n!
xn = 1 + ∑

n≥1

En

(2n)!
x2n, (4.7.33)

其中 e2n+1 = 0 (n ≥ 1)和 e2n = −∑0≤i≤n−1 (
2n
2i )e2i.

§4.8 微分学的应用

这节主要是利用微分中值定理来研究函数的性质.

§4.8.1 单调函数和一阶导数

定理4.8.1. f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒在 (a, b)内有

(1) f ′ > 0 ⇒ f 严格递增⇒ f ′ ≥ 0.

(2) f ′ ≥ 0 ⇒ f 递增⇒ f ′ ≥ 0.

(3) f ′ ≡ 0 ⇒ f 为常数⇒ f ′ ≡ 0.

(4) f ′ ≤ 0 ⇒ f 递减 f ′ ≤ 0.

(5) f ′ < 0 ⇒ f 严格递减⇒ f ≤ 0.

证: (1) ∀ x1 < x2, ∃ ξ ∈ (x1, x2) ⊂ (a, b),使得

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
=

f ′(ξ)
1

> 0 =⇒ f 严格递增.

假设函数 f 严格递增. ∀ x, x0 ∈ (a, b),只要 x ̸= x0有

f (x)− f (x0)

x − x0
> 0.

即得到 f ′(x0) ≥ 0.

(2)此时 f (x2)− f (x1) ≥ 0.余下证明和 (1)一样.

同理可证 (3), (4)和 (5). �
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注4.8.2. (1)函数 f 严格递增; f ′ ≥ 0.比如考虑函数 f (x) = x3, x0 = 0.

(2) f ∈ C([0,+∞)) ∩ D((0,+∞)), f (0) = 0, f (x) ≥ 0, 且 f (x) ≥ f ′(x)

(x > 0) ⇒在 [0,+∞)上 f ≡ 0

证: 定义函数 F(x) := e−x f (x). 则得到 F′(x) = [ f ′(x)− f (x)]e−x ≤ 0,从

而 F(x) ≤ F(0) = 0.因此 F ≡ 0即 f ≡ 0. �
(3) f ∈ D([1,+∞)), f ′(x) ≥ 0,且 f (1) = 1 ⇒

F(x) :=
f (x)

1 + f (x)
递增, G(x) :=

f (x)
[1 + f (x)]2

递减.

证:计算可得

F′ =
f ′

(1 + f )2 ≥ 0, G′ =
f ′(1 − f 2)

(1 + f )4 ≤ 0

这是因为 f (x) ≥ f (1) = 1. �

§4.8.2 凸函数和一阶、二阶导数

在 §3.1.5已经引入了凸函数的概念,在此我们重新给出定义.

定义4.8.3. 假设函数 f 定义在闭区间 [a, b]上.称函数 f 在 [a, b]上是凸的如果

不等式

f (λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1 f (x1) + λ2 f (x2) (4.8.1)

对任意 x1, x2 ∈ [a, b]和任意 0 ≤ λ1, λ2 ≤ 1满足 λ1 + λ2 = 1都成立. 如果不

等式 (4.8.1)是严格不等式 (对 x1 ̸= x2),则称函数 f 在 [a, b]上是严格凸的. 若

函数 − f 是凸的 (或严格凸的)则称函数 f 是凹的(或严格凹的).

注4.8.4. (1)下面命题等价:其中 x1 < x < x2,

函数 f 在 [a, b]上是凸的

⇕ ♣

f (x) ≤ f (x1) +
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x − x1) = f (x2)−

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x2 − x)

⇕ ♠
f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 − x
.

证: ♠ ⇓.根据假设得到

f (x)(x2 − x1) ≤ [ f (x2)− f (x1)](x − x1) + (x2 − x1) f (x1)

从而

x2[ f (x)− f (x1)] ≤ [ f (x2)− f (x1)](x − x1) + x1[ f (x)− f (x1)].
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即
f (x)− f (x1)

x − a
≤ f (b)− f (a)

b − a
.

用另一个等式可推出第二个不等式.

♠ ⇑.显然成立.

♣. 任意 x1 ≤ x ≤ x2 都可以写成 x = tx1 + (1 − t)x2 (0 ≤ t ≤ 1). 从而得

到

f (tx1 + (1 − t)x2) ≤
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(tx1(1 − t)x2 − x1) + f (x1)

= (1 − t)[ f (x2)− f (x1)] + f (x1) = t f (x1) + (1 − t) f (x2). �

(2)函数 f 在闭区间 [a, b]上是凸的⇒ ∀ [c, d] ⊂ [a, b]满足 a < c < d < b,

函数 f 在 [c, d]上是Lipschitz的.特别地,函数 f 在开区间 (a, b)内是连续的.

证: ∀ c ≤ x < y ≤ d,有

f (c)− f (a)
c − a

≤ f (x)− f (a)
x − a

≤ f (y)− f (x)
y − x

≤ f (d)− f (y)
d − y

≤ f (b)− f (d)
b − d

.

故

| f (y)− f (x)| ≤ M|y − x|, M := max
{∣∣∣∣ f (c)− f (a)

c − a

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ f (b)− f (d)

b − d

∣∣∣∣} . �

(3)函数 f 在 [a, b]上是凸的; f ∈ C([a, b]).比如函数

f (x) =


1, 0 < x < 1,

0, x = 0,

2, x = 1.

(4)函数 f 定义在 [a, b]上⇒

f 是凸的 ⇐⇒ f
(

x1 + x2

2

)
≤ f (x1) + f (x2)

2
, ∀ x1, x2 ∈ [a, b]. (4.8.2)

证: ⇒:取 λ1 = λ2 = 1
2 .

⇐:令

L(x) := f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(x − a).

首先证明在闭区间 [a, b] 上有不等式 f ≤ L 成立. 定义函数 g(x) := f (x) −
L(x), 则 g ∈ C([a, b]). 从而根据闭区间上连续函数的最值性得到 Mg :=

max[a,b] g 存在且 Mg = g(x0) 对某个 x0 ∈ [a, b] 成立. 如果 x0 = a 或 b 则

Mg = 0. 如果 x0 ∈ (a, b), 则 x0 ∈ (a, (a + b)/2] 或 [(a + b)/2, b), 不妨假设

a < x0 ≤ (a + b)/2.定义

x∗0 := 2x0 − a ∈ (a, b].
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从而得到 M = g(x0) = g((a + x∗0)/2) ≤ [g(a) + g(x∗0)]/2 ≤ M/2,所以 M =

0. �
(5)函数 f 在 [a, b]上是凸的且max[a,b] f = f (ξ)对某个 ξ ∈ (a, b)成立⇒

f ≡ f (ξ).

证:因为 ξ ∈ (a, b), ∃ λ ∈ (0, 1)使得 ξ = λx + (1 − λ)y成立. 根据凸性得

到

f (ξ) = f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y)

≤ λM f + (1 − λ)M f = M f = f (ξ)

由于 λ ∈ (0, 1)必有 f (x) = f (y) = f (ξ)即 f ≡ f (ξ). �
(6)函数 f 在 [a, b]上是凸的且 x ∈ (a, b) ⇒单侧导数 f ′−(x)和 f ′+(x)都

存在且 f ′−(x) ≤ f ′+(x).

证: ∀ x1, x2 ∈ (a, b)满足 x1 < x < x2推出

f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 − x
.

令

g(y) :=
f (x)− f (y)

x − y
=

f (y)− f (x)
y − x

, y < x.

对任何 a < y1 < y2 < x得到

g(y1) =
f (x)− f (y1)

x − y1
≤ f (x)− f (y2)

x − y2
= g(y2).

即函数 g关于 y单调递增,从而左导数 f ′−(x)存在.类似的函数

h(y) :=
f (y)− f (x)

y − x
, x < y

关于 y单调递减,从而右导数 f ′+(x)存在.不等式 f ′−(x) ≤ f ′+(x)显然成立. �
(7)凸的;可导的.比如函数 f (x) = |x|.
(8)假设函数 f 在 (a, b)内是凸的.可以证明集合

{x ∈ (a, b) : f 在 x处不可导的}

是可数的.

定理4.8.5. 假设函数 f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒

f 在 [a, b]上是凸的 ⇐⇒ f ′在 (a, b)上递增. (4.8.3)

证: ⇒: ∀ a < x1 < x2 < b, ∀ 0 < λ < 1,令 x = λx1 + (1 − λ)x2.由于 f 是

凸的得到

f (x)− f (x1) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2)− f (x1) = (1 − λ)[ f (x2)− f (x1)].
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同样可得

f (x)− f (x2) ≤ −λ[ f (x2)− f (x1)].

即
f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 − x
.

两边求极限得到

f ′(x1) ≤
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2). (4.8.4)

⇐: ∃ η1 ∈ (x1, x)和 ∃ η2 ∈ (x, x2)满足

f (x1)− f (x) = f ′(η1)(x1 − x), f (x2)− f (x) = f ′(η2)(x2 − x).

所以

f (x)− [λ f (x1) + (1 − λ) f (x2)] = λ f ′(η1)(x − x1) + (1 − λ) f ′(η2)(x − x2)

≤ λ f ′(η1)(1 − λ)(x2 − x1) + (1 − λ) f ′(η2)λ(x1 − x2)

= λ(1 − λ)(x2 − x1)[ f ′(η1)− f ′(η2)] ≤ 0. �

注4.8.6. (1) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b))且 f ′在 (a, b)内严格递增⇒ f 在 [a, b]上

严格凸的.但是反之则不成立.比如考察函数

f (x) =


x, 0 < x < 1,

−1, x = 0,

2, x = 1.

(2) f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)) ⇒

f 在 [a, b]上是凸的 ⇐⇒
(

∀ a < x1, x2 < b有不等式成立

f (x2) ≥ f (x1) + f ′(x1)(x2 − x1)

)
(4.8.5)

证: ⇒:对 ∀ x < x1 < y根据不等式 (4.8.4)得到

f ′(x) ≤ f (x1)− f (x)
x1 − x

≤ f ′(x1) ≤
f (y)− f (x1)

y − x1
≤ f ′(y).

⇐:对 ∀ x1 < x < x2有不等式

f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f ′(x) ≤ f (x2)− f (x)

x2 − x1
.

利用下面的初等不等式

m
k
≤ k + n

k + ℓ
≤ n

ℓ
, ∀ k, ℓ > 0,

m
k
≤ n

ℓ
,

得到
f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 − x
.

根据注4.8.4 (1)知道 f 是凸的. �
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综合以上结果得到

定理4.8.7. 假设函数 f ∈ C([a, b]) ∩ D2((a, b)) ⇒

(1) 函数 f 在 [a, b]上是凸的⇔在 (a, b)内 f ′′ ≥ 0

(2) 在 (a, b)内 f ′′ > 0 ⇒函数 f 在 [a, b]上是严格凸的.

注4.8.8. (1) Jensen不等式: 函数 f 在 [a, b]上是凸的⇒ ∀ x1, · · · , xn ∈ [a, b],

∀ λ1, · · · , λn ∈ [0, 1]满足 ∑1≤i≤n λi = 1,有

f

(
∑

1≤i≤n
λixi

)
≤ ∑

1≤i≤n
λi f (xi). (4.8.6)

(2)函数 ln x在 (0,+∞)内是凸的.

(3)Young不等式:实数 a, b ≥ 0,实数 p, q > 0且满足 1/p + 1/q = 1 ⇒

ab ≤ ap

p
+

aq

q
. (4.8.7)

(4) Hölder 不等式: 实数 ai, bi > 0 (1 ≤ i ≤ n), 实数 p, q > 0 且满足

1/p + 1/q = 1 ⇒

∑
1≤i≤n

aibi ≤
(

∑
1≤i≤n

ap
i

)1/p (
∑

1≤i≤n
bq

i

)1/q

. (4.8.8)

定义4.8.9. 假设函数 f 定义在开区间 (x0 − δ, x0 + δ)内.称 x0是函数 f 的拐点

如果函数 f 在 (x0 − δ, x0)内是凸的但在 (x0, x0 + δ)内是凹的,或者在 (x0 −
δ, x0)内是凹的但在 (x0, x0 + δ)内是凸的.

例4.8.10. (1) f (x) = x3.

(2) f (x) = x1/3.

(3) f (x) = 1
1+x2 , f ′(x) = −2x/(1 + x2)2, f ′′(x) = 2(3x2 − 1)/(1 + x2)3.

(4) f (x) = 2x
1+x2 , f ′(x) = 2(1 − x2)/(1 + x2)2, f ′′(x) = 4x(x2 − 3)/(1 +

x2)3.

定理4.8.11. 给定函数 f ∈ C((x0 − δ, x0 + δ)) ⇒

(1) 假设函数 f ∈ D((x0 − δ, x0)) ∩ D((x0, x0, x0 + δ)). 如果 f ′ 在 (x0 − δ, x0)

内递增但在 (x0, x0 + δ)内递减,或 f ′在 (x0 − δ, x0)内递减但在 (x0, x0 +

δ)内递增,则 x0是拐点.

(2) 假设函数 f ∈ D2((x0 − δ, x0)) ∩ D((x0, x0 + δ)). 如果在 (x0 − δ, x0) 内

f ′′ ≥ 0 但在 (x0, x0 + δ) 内 f ′′ ≤ 0, 或在 (x0 − δ, x0) 内 f ′′ ≤ 0 但在

(x0, x0 + δ)内 f ′′ ≥ 0,则 x0是拐点.
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(3) 假设函数 f ∈ D2((x0 − δ, x0 + δ)).如果 x0是拐点,则 f ′′(x0) = 0.

证: (1)和 (2)显然成立. 对 (3),不妨假设函数 f 在 (x0 − δ, x0)内是凸的

而在 (x0, x0 + δ)内是凹的.则 f ′在 (x0 − δ, x0)内是单调递增而在 (x0, x0 + δ)

内单调递减.从而 x0是函数 f 的极值点,故根据Fermat引理得到 f ′′(x0) . �

注4.8.12. (1) x0是拐点; f ′′(x0) = 0.比如 f (x) = x1/3.

(2) f ′′(x0) = 0 ; x0是拐点.比如 f (x) = x4.

§4.8.3 极值和一阶、二阶导数

定理4.8.13. (必要条件)假设函数 f 定义在开区间 (x0 − δ, x0 + δ)内, x0 是极

值点⇒函数 f 要么在 x0处不可导,要么 f ′(x0) = 0.

例4.8.14. (1) f (x) = x3, x0 = 0.

(2) f (x) =

{
x, x ≥ 0,

2x, x < 0.

定理4.8.15. (1)假设函数 f ∈ C((x0 − δ, x0 + δ)) ∩ D(Ů(x0, δ)).

(1.1) 在 Ů(x0, δ)内 f ′(x)(x − x0) ≤ 0 ⇒ x0是极大值点.

(1.2) 在 Ů(x0, δ)内 f ′(x)(x − x0) ≥ 0 ⇒ x0是极小值点.

(1.3) 在 Ů(x0, δ)内 f ′(x) > 0 (或 < 0) ⇒ x0不是极值点.

(2)假设函数 f 在 x0处 2阶可导且 f ′(x0) = 0.

(2.1) f ′′(x0) < 0 ⇒ x0是极大指点.

(2.2) f ′′(x0) > 0 ⇒ x0是极小值点.

(2.3) f ′′(x0) = 0 ⇒无法判断.

证:由Taylor公式得到

f (x) = f (x0) +
f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + o((x − x0)
2)

即
f (x)− f (x0)

(x − x0)2 =
1
2

f ′′(x0) + o(1), x → x0.

如果 f ′′(x0) < 0, ∃ δ > 0满足

f (x)− f (x0)

(x − x0)2 < 0, ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

所以 f (x) < f (x0)对任何 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)都成立,故 x0是极大值点.同理

可证当 f ′′(x0) > 0时, x0 是极小值点. 但是当 f ′′(x0) = 0,上述方法无法判断

x0是否是极值点. �
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推论4.8.16. 假设函数 f 在 x0 处 n 阶可导, f (k)(x0) = 0 (1 ≤ k ≤ n − 1), 但

f (n)(x0) ̸= 0.

(1) 如果 n是偶数⇒ x0是极值点.进一步如果 f (n)(x0) > 0 (或 f (n)(x0) < 0),

则 x0是极大指点 (或极小值点).

(2) 如果 n是奇数⇒ x0不是极值点.

证:根据Taylor公式得到

f (x)− f (x0) =
f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + o((x − x0)
n)

即
f (x)− f (x0)

(x − x0)n =
1
n!

f (n)(x0) + o(1), x → x0.

此时结论显而易见. �

注4.8.17. (1) 已知函数 f ∈ C([a, b]) 求 M f = max[a,b] f = f (ξ) 和 m f =

min[a,b] f = f (η). 如果 ξ, η ∈ (a, b),则 ξ, η 都是内点从而 f ′(ξ) = f ′(η) = 0,

假设 f 在 ξ, η处可导.否则的话 ξ, η都是 [a, b]的端点.因此

M f /m f := max / min
{

f (端点), f (驻点), f (不可导点)
}

.

(2)求函数 f (x) = x − 2 sin x在 0 ≤ x ≤ 2π上的最值.

解:根据 f ′(x) = 1 − 2 cos x计算得到驻点为 π/3, 5π/3.结合端点处的值

得到

M f = f (5π/3) =
5π

3
+
√

3, m f = f (π/3) =
π

3
−
√

3. �

(3)假设函数 f ∈ C(I), 这里 I = (a, b], [a, b), (a, b)或 [a, b],或者甚至是

(a,+∞), (−∞, b], (−∞,+∞) ⇒ M f 或 m f 可能不存在.

(4)求函数 f (x) = xe−x2
在 (−∞,+∞)内的最值.

解: 根据 f ′(x) = (1 − 2x2)e−x2
计算得到驻点为

√
2/2,−

√
2/2. 函数 f

在 (−
√

2/2,
√

2/2) 内单调递增而在 (−∞,−
√

2/2) ∪ (
√

2/2,+∞) 内单调递

减.结合端点处的值得到

sup
R

f = max
R

f = f (
√

2/2) =
1√
2e

, inf
R

f = min
R

f = f (−
√

2/2) =
−1√

2e
. �

(5)假设函数 f ∈ C(I)且 x0 ∈ I̊ 是 I 内唯一的极值点⇒ x0 是 I 的最值

点.

证: 不妨假设 x0 是函数 f 的唯一极大值点. ∀ x ∈ I 且 x ̸= x0, 考虑闭

区间 [x, x0]和 [x0, x]. 为了方便期间不妨进一步假设 x < x0,从而只要考虑闭

区间 [x, x0] 即可. 根据闭区间上连续函数的最值性得到存在 ξ ∈ [x, x0] 满足

f (ξ) = max[x,x0]
f .如果 ξ ̸= x0,则得到另一个极大值,这就和已知假设矛盾从
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而 ξ = x0. 根据 x的任意性知道 ∀ x ∈ I̊ 有 f (x) ≤ f (x0)成立. 根据函数的连

续性可知 f (x) ≤ f (x0)对 ∀ x ∈ I都成立. �
(6)给定函数 y = f (x), α < x < β,其中 f ∈ C((α, β)).考察其图像

S = {(x, f (x)) : α < x < β}.

称直线 L : y = ax + b是曲线 S的渐近线如果

lim
(x, f (x))→∞

[ f (x)− (ax + b)] = 0. (4.8.9)

这里 “(x, f (x)) → ∞” 表示 limx→α+[x2 + | f (x)|2] = +∞ 或 limx→β−[x2 +

| f (x)|2] = +∞.

(1) α有限: limx→α+[x2 + | f (x)|2] = +∞推出 limx→α+ f (x) = ∞. 此时直线

L : x = α称为垂直渐近线.

(2) β有限: limx→β−[x2 + | f (x)|2] = +∞推出 limx→β− f (x) = ∞. 此时直线

L : x = β也称为垂直渐近线.

(3) α = −∞ β = +∞:此时得到

a = lim
x→±∞

f (x)
x

b = lim
x→±∞

[ f (x)− ax]. (4.8.10)

当 a = 0时,称直线 L : y = b为水平渐近线;当 a ̸= 0时,称直线 L : y =

ax + b为一般渐近线或斜渐近线.

综上所述,最多有两条水平渐近线或斜渐近线,但是可以有许多条垂直渐近线.

例4.8.18. 求函数 f (x) = x3/(x + 3)(x − 1)的渐近线.显然垂直渐近线为 x =

−3或 x = 1.根据

a = lim
x→∞

f (x)
x

= 1, b = lim
x→∞

[ f (x)− x] = lim
x→∞

−2x2 + 3x
(x + 3)(x − 1)

= −2

得到斜渐近线为 y = x − 2.

§4.8.4 函数画图

§4.8.5 Newton方法
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§4.10 极限和微分理论小结

这节主要是把第二章至第四章做个小结.



§4.10 极限和微分理论小结 179

§4.10.1 数列和函数极限

重点掌握 ϵ − N和 ϵ − δ方法和熟练运用几类求极限的技巧.

I.用定义证明.-

II.求极限若干方法.

III. Stolz定理.

IV.递推形式.

§4.10.2 函数的连续性

§4.10.3 函数的可导性

§4.10.4 微分中值定理
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第五章 积分理论

格物, 致知之事也; 诚意, 力行之事也. 物者何? 即所谓本末之物也.

身、心、意、知、家、国、天下皆物也,天地万物皆物也,日用常行之

事皆物也.格者,即物而穷其理也. —-曾国藩家书 ·《致诸弟》道光二
十二年十月二十六日

§5.1 不定积分

回顾下导数的定义:

L : D((a, b)) −→ {(a, b)上的函数}, f 7−→ f ,

且满足 Leibniz法则

L( f g) = f L(g) + gL( f ), L(α f + βg) = αL( f ) + βL(g).

一个很自然的问题是 L的反函数是什么?首席看两个例子:(
1

n + 1
xn+1

)′
= xn,

(
1

n + 1
xn+1 + 3

)′
= xn.

因此若反函数 L−1存在,则必不唯一!

§5.1.1 原函数和不定积分

定义5.1.1. 称 F是定义在区间 I上的函数 f 的原函数如果 F ∈ D(I)且

F′(x) = f (x), x ∈ I.

注5.1.2. (1)给定函数 f ,改变定义域 I会给出不同的原函数:

(arctan x)′ =
1

1 + x2 x ∈ R,
(

arctan
1
x

)′
=

1
1 + x2 x ̸= 0.

(2)原函数不是唯一的.

性质5.1.3. 如果函数 F1和 F2是定义在区间 I上的函数 f 的原函数,则 F1(x)−
F2(x)是常数,对任何 x ∈ I都成立.

证:令 G := F1 − F2,则在 I上成立 G′ ≡ 0.根据定理4.5.5得到 G = c. �

定义5.1.4. 给定区间 I上的函数 f ,定义∫
f (x)dx =

{
定义在 I上的所有 f 的原函数

}
.

181
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如果 F是原函数则根据性质5.1.3得到∫
f (x)dx = {F + C : C ∈ R}.

为了方便起见一般记作 ∫
f (x)dx = F(x) + C. (5.1.1)

根据定义得到(∫
f (x)dx

)′
= f (x),

∫
F′(x)dx = F(x) + C. (5.1.2)

§5.1.2 基本不定积分表 I

基本初等函数的原函数如下∫ 1
x

dx ≡
∫ dx

x
= ln |x|+ C,

∫
0dx = C,

∫
1dx = x + C,

∫
xαdx =

1
1 + α

x1+α + C (α ̸= 1),

∫ 1
1 + x2 dx ≡

∫ dx
1 + x2 = arctan x + C,

∫ 1
1 − x2 dx ≡

∫ dx
1 − x2 =

1
2

ln
∣∣∣∣1 + x
1 − x

∣∣∣∣+ C,

∫ 1√
1 + x2

dx ≡
∫ dx√

1 + x2
= ln(1 +

√
1 + x2) + C,

∫ 1√
1 − x2

dx ≡
∫ dx√

1 − x2
= arcsin x + C,

∫
axdx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a ̸= 1),

∫
exdx = ex + C,∫

sin xdx = − cos x + C,
∫

cos xdx = sin x + C,

∫ 1
sin2 x

dx ≡
∫ dx

sin2 x
= − cot x + C,

∫ 1
cos2 x

dx ≡
∫ dx

cos2 x
= tan x + C,∫

sinh xdx = cosh x + C,
∫

cosh xdx = sinh x + C,

∫ 1
sinh2 x

dx ≡
∫ dx

sinh2 x
= − coth x + C,

∫ 1
cosh2 x

dx ≡
∫ dx

cosh2 x
= tanh x + C.
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§5.2 不定积分的基本性质

不定积分最重要的基本性质是分部积分法, 这个给出计算复杂不定积分

的一个非常有效的方法和技巧.

§5.2.1 线性性质

定理5.2.1. 如果∫
f (x)dx = F(x) + C,

∫
g(x)dx = G(x) + C,

则∫
[α f (x) + βg(x)]dx = α

∫
f (x)dx + β

∫
g(x)dx = [αF(x) + βG(x)] + C.

推论5.2.2. 如果 ∫
f (x)dx = F(x) + C,

则对 ∀ a ̸= 0和 ∀ b,有∫
f (ax + b)dx =

1
a

F(ax + b) + C. (5.2.1)

证:令 t := ax + b,得到

d
dx

F(ax + b) =
d
dt

F(t) · dt
dx

= F′(t) · a = a f (ax + b). �

例5.2.3. (1)对 ∀ a和 k ∈ N+,

∫ dx
(x − a)k =

{
ln |x − a|+ C,

1
(k−1)(x−a)k−1 + C, k > 1.

(2)对 ∀ m ̸= 0,∫
sin(mx)dx = − 1

m
cos(mx) + C,

∫
cos(mx)dx =

1
m

sin(mx) + C,

(3)对 ∀ a > 0,∫ dx√
a2 − x2

= arcsin
x
a
+ C,

∫ dx
x2 + a2 =

1
a

arctan
x
a
+ C,

(4)对 ∀ c ̸= 0,∫ ax + b
cx + d

dx =
∫ ( a

c
+

bc − ad
c

1
cx + d

)
dx =

a
c

x +
bc − ad

c2 ln |cx + d|+ C,

(5)对 ∀ a, ∫ dx
x2 − a2 =

1
2a

ln
∣∣∣∣ x − a
x + a

∣∣∣∣+ C,
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对 a ̸= b, ∫ dx
(x + a)(x + b)

=
1

a − b
ln
∣∣∣∣ x + b
x + a

∣∣∣∣+ C,

(6)考察不定积分 ∫ dx
A = ax2 + 2bx + c

.

情形 1: b2 − ac > 0. 此时可写成 ax2 + 2bx + c = a(x − α)(x − β), 其中

α ̸= β,从而

∫ dx
ax2 + 2bx + c

=
1

2
√

b2 − ac
ln

∣∣∣∣∣ ax + b −
√

b2 − ac
ax + b +

√
b2 − ac

∣∣∣∣∣+ C.

情形 2: b2 − ac = 0. 此时可写成 ax2 + 2bx + c = a(x − α)2, 其中 α =

−b/a,从而∫ dx
ax2 + 2bx + c

=
∫ dx

a(x − α)2 = −1
a

1
x − α

+ C =
−1

ax + b
+ C.

情形 3: b2 − ac = 0. 此时可写成 ax2 + 2bx + c = a[(x + b/a)2 + (ac −
b2)/a2],从而 ∫ dx

ax2 + 2bx + c
=

1√
ac − b2

arctan
ax + b√
ac − b2

+ C.

(7)利用三角恒等式

cos2(mx) =
1 + cos(2mx)

2
, sin2(mx) =

1 − cos(2mx)
2

,

得到对 ∀ m ̸= 0 ∫
cos2(mx)dx =

1
2

x +
1

4m
sin(2mx) + C,

∫
sin2(mx)dx =

1
2

x − 1
4m

sin(2mx) + C.

(8)利用三角恒等式

sin(mx) cos(nx) =
sin[(m + n)x] + sin[(m − n)x]

2
,

cos(mx) cos(nx) =
cos[(m + n)x] + cos[(m − n)x]

2
,

sin(mx) sin(nx) =
cos[(m + n)x]− cos[(m − n)x]

2
,

得到对 ∀ m + n ̸= 0和 m − n ̸= 0∫
sin(mx) cos(nx)dx = − 1

2(m + n)
cos[(m + n)x]− 1

2(m − n)
cos[(m − n)x],
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∫
cos(mx) cos(nx)dx =

1
2(m + n)

sin[(m + n)x] +
1

2(m − n)
sin[(m − n)x],∫

sin(mx) sin(nx)dx =
1

2(m + n)
sin[(m + n)x]− 1

2(m − n)
sin[(m − n)x].

(9)利用三角恒等式

sin(2nx) = ∑
1≤k≤n

[sin(2kx)− sin((2k − 2)x)] = 2 sin x ∑
1≤k≤n

cos[(2k − 1)x]

得到 ∫ sin(2nx)
sin x

dx = 2 ∑
1≤k≤n

sin[(2k − 1)x]
2k − 1

+ C.

类似地利用三角恒等式

sin[(2n + 1)x] = ∑
1≤k≤n

[sin((2k + 1)x)− sin((2k − 1)x)] + sin x

= sin x + 2 sin x ∑
1≤k≤n

cos(2kx)

有 ∫ sin[(2n + 1)x]
sin x

dx = x + 2 ∑
1≤k≤n

sin(2kx)
2k

+ C.

§5.2.2 变量替换

基本想法是考虑变量替换 x = φ(t)得到∫
f (x)dx =

∫
f (φ(t))φ′(t)dt.

上述公式告诉我们两件事:

(1) 如果给定的不定积分可以写成如下形式∫
d(φ(t))φ′(t)dt,

则根据上述公式得到 ∫
f (x)dx = F(x) + C,

如果此时原函数 F(x)可以求出来.

(2) 反之,如果给定不定积分 ∫
f (x)dx,

考察某种变量替换 x = φ(t)使得∫
f (φ(t))φ′(t)dt

容易求出原函数.
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例5.2.4. (1)我们有∫
sin3 x cos xdx =

∫
sin3 x(sin x)′dx =

1
4

sin4 x + C.

(2)作变量替换 x = t6得到∫ dx√
x(1 + 3

√
x)

=
∫ 6t5dt

t3(1 + t2)
= 6

∫ t2dt
1 + t2

= 6(t − arctan t) + C = 6
(

6
√

x − arctan 6
√

x
)
+ C.

(3)我们有 ∫
g(x2)xdx =

1
2

∫
g(x2)d(x2),∫

g(ln x)
dx
x

=
∫

g(ln x)d ln x,∫
g(sin x) cos xdx =

∫
g(sin x)d sin x,∫

g(cos x) sin xdx = −
∫

g(cos x)d cos x,∫
g(tan x)

dx
cos2 x

=
∫

g(tan x)d tan x,∫ g′(x)
g(x)

dx = ln |g(x)|+ C.

(4)其它变量替换:

• x = a sin t, a sin2 t, a cos t, a cos2 t, α sin2 t + β cos2 t,

• x = a sinh t, a sinh2 t, a cosh t, a cosh2 t, α sinh2 t + β sinh2 t,

• x = a tan t, a tanh t,

• (万有公式)利用 t = tan x
2 得到 dt = (1 + tan2 x

2 )d
x
2 且

cos x =
1 − tan2 x

2
1 + tan2 x

2
, sin x =

2 tan x
2

1 + tan2 x
2

, tan x =
2 tan x

1
1 − tan2 x

2
.

把上述变量替换应用到如下例子:

∫ dx√
(x − α)(β − x)

(α < x < β),

(
答案: 2 tan−1

√
x − α

β − x
+ C

)

考虑 x = α cos2 t + β sin2 t, 0 < t < π/2.

∫ dx
sin x

,
(
答案: ln

∣∣∣tan
x
2

∣∣∣+ C
)

,
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考虑 sin x = 2 sin x
2 cos x

2 .

∫ dx
cos x

,
(
答案: ln

∣∣∣tan
( x

2
+

π

4

)∣∣∣+ C
)

.

考虑变量替换 x = t + π
2 .

∫ dx
1 + ϵ cos x

(0 < ϵ < 1),

答案:
2√

1 − ϵ2
arctan

 tan x
2√

1+ϵ
1−ϵ

+ C

 ,

考虑变量替换 t = tan x
2 .

§5.2.3 分部积分及基本不定积分表 II

根据 Leibniz法则得到

(uv)′ = u′v + uv′

从而 ∫
udv = uv −

∫
vdu. (5.2.2)

例5.2.5. (1)利用分部积分 (5.2.2)得到∫
ln xdx = x ln x −

∫
xd ln x = x ln x − x + C = x(ln x − 1) + C,

(2)利用分部积分 (5.2.2)得到∫
arctan xdx = x arctan x −

∫
x

dx
1 + x2 = x arctan x − 1

2
ln(1 + x2) + C,

(3)利用分部积分 (5.2.2)得到∫
arcsin xdx = x arcsin x −

∫
x

dx√
1 − x2

= x arcsin x +
√

1 − x2 + C,

(4)利用分部积分 (5.2.2)得到∫
sin(ln x)dx = x sin(ln x)−

∫
x · cos(ln x)

dx
x

= x sin(ln x)−
∫

cos(ln x)dx

= x sin(ln x)−
[

x cos(ln x) +
∫

x · sin(ln x)
dx
x

]
从而 ∫

sin(ln x)dx =
x[sin(ln x)− cos(ln x)]

2
+ C,
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(5)利用分部积分 (5.2.2)和 (4)得到∫
cos(ln x)dx =

x[sin(ln x) + cos(ln x)]
2

+ C,

(6)计算不定积分

In =
∫

xn ln xdx, n ̸= −1.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

In =
1

n + 1

∫
ln xd(xn+1) =

1
n + 1

(
xn+1 ln x −

∫
xndx

)

=
1

n + 1

(
xn+1 ln x − 1

n + 1
xn+1

)
=

xn+1

n + 1

(
ln x − 1

n + 1

)
+ C. �

(7)计算不定积分

In,m :=
∫

xn lnm xdx, n ̸= −1且 m ∈ N+.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

In,m =
1

n + 1

∫
lnm xd(xn+1)

=
1

n + 1

(
xn+1 lnm x −

∫
xn+1 · m lnm−1 x · 1

x
dx
)

=
1

n + 1

(
xn+1 lnm x − m

∫
xn lnm−1 xdx

)
=

1
n + 1

(
xn+1 lnm x − mIn,m−1

)
=

xn+1 lnm x
n + 1

− m
n + 1

In,m−1. �

比如

In,2 =
xn+1 ln2 x

n + 1
− 2

n + 1
In,1 =

xn+1 ln2 x
n + 1

− 2
n + 1

In

=
xn+1

n + 1

[
ln2 x − 2

n + 1
ln x +

2
(n + 1)2

]
+ C.

(8)计算不定积分

I :=
∫

P(x)eaxdx, a ̸= 0, deg P = n.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

I =
∫ P(x)

a
deax =

P(x)eax

a
−
∫ P′(x)

a
eaxdx =

P(x)
a

eax −
∫ P′(x)

a2 deax

=

[
P(x)

a
− P′(x)

a2

]
eax +

∫ P′′(x)
a2 eaxdx
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= ∑
0≤k≤n−1

P(k)(x)
ak+1 eax +

∫
(−1)n P(n)(x)

an eaxdx

= ∑
0≤k≤n−1

(−1)kP(k)(x)
ak+1 eax +

(−1)nP(n)(x)
an+1 eax +C = ∑

0≤k≤n

(−1)kP(k)(x)
ak+1 +C. �

(9)计算不定积分

IP :=
∫

P(x) sin(bx)dx, JP :=
∫

P(x) cos(bx)dx, det P = n.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

IP =
∫ −P(x)

b
d cos(bx) = −P(x)

b
cos(bx) +

∫ P′(x)
b

cos(bx)dx

= −P(x)
b

cos(bx) +
∫ P′(x)

b2 d sin(bx)

= −P(x)
b

cos(bx) +
P′(x)

b2 sin(bx)−
∫ P′′(x)

b2 sin(bx)dx.

即

IP = −P(x)
b

cos(bx) + JP′/b, JP =
P(x)

b
sin(bx)− IP′/b. �

(10)计算不定积分

In :=
∫ dx

(x2 + a2)n , a ̸= 0.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

In =
x

(x2 + a2)n −
∫

x
−n(x2 + a2)n−1 · 2x

(x2 + a2)2n dx

=
x

(x2 + a2)n + 2n
∫ x2

(x2 + a2)n+1 dx =
x

(x2 + a2)n + 2nIn − 2na2 In+1,

从而得到

In+1 =
2n − 1
2na2 In +

1
2na2

x
(x2 + a2)n , I1 =

1
a

arctan
x
a
+ C. �

(11)计算不定积分

In :=
∫

tann xdx, n ≥ 1.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到 (n ≥ 2)

In =
∫

tann−2 x tan2 xdx =
∫

tann−2 x sin2 xd tan x

= tann−1 x sin2 x −
∫

tan x
[
(n − 2) tann−3 x tan2 xc + tan2 x · 2 sin x cos x

]
dx
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= tann−1 x sin2 x − (n − 2)In − 2
∫

tann x cos2 xdx

故

(n − 1)In = tann−1 x(1 − cos2 x) +
∫

tann−1 xd(cos2 x)

= tann−1 x(1 − cos2 x) + tann−1 x cos2 x − (n − 1)
∫

cos2 x tann−2 x
dx

cos2 x

= tann−1 x − (n − 1)In−2.

因此得到递推公式

In =
1

n − 1
tann−1 x − In−2, n ≥ 2.

观察到

I1 =
∫

tan xdx = − ln | cos x|+ C,

I2 =
∫

tan2 xdx =
∫

sin2 xd tan x = sin2 x tan x −
∫

2 tan x sin x cos xdx

= sin2 x tan x − 2
∫

tan2 xd tan x = sin2 x tan x − 2
3

tan3 x + C.

所以最后得到

I2n = (−1)n−1 I2 + ∑
2≤k≤n

(−1)n−k

2k − 1
tan2k−1 x,

I2n+1 = (−1)n I1 + ∑
1≤k≤n

(−)n−k

2k
tan2k x. �

(12)计算不定积分

Im,n :=
∫

cosm sinn xdx, m, n ̸= 0.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

Im,n =
∫

− cosm x sinn−1 xd cos x =
∫

− 1
m + 1

sinn−1 xd
(

cosm+1 x
)

= − sinn−1 x cosm+1 x
m + 1

+
n − 1
m + 1

∫
cosm x(1 − sin2 x) sinn−2 xdx

=
n − 1
m + 1

(Im,n−2, Im,n)−
sinn−1 x cosm+1 x

m + 1
.

故

Im,n =
n − 1
m + n

Im,n−2 −
cosm+1 x sinn−1 x

m + n
.

类似地可得到

Im,n =
∫

cosm−1 x sinn xd sin x =
∫

cosm−1 xd
(

1
n + 1

sinn+1 x
)
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=
cosm−1 x sinn+1 x

n + 1
+

m − 1
n + 1

∫
sinn x(1 − cos2 x) cosm−2 xdx

=
cosm−1 x sinn+1 x

n + 1
+

m − 1
n + 1

(Im−2,x − Im,n)

故

Im,n =
m − 1
m + n

Im−2,n +
cosm−1 x sinn+1 x

m + n
. �

(13)计算不定积分

In :=
∫

ex sinn xdx, Jn :=
∫

ex cosn xdx, n ∈ N.

解:显然成立

I0 = J0 = ex + C

和

I1 =
∫

ex sin xdx = −
∫

exd cos x = − cos xex + J1,

J1 =
∫

ex cos xdx =
∫

exd sin x = sin xex − I1.

所以

I1 =
ex(sin x − cos x)

2
+ C, J1 =

ex(sin x + cos x)
2

+ C.

对 n ≥ 2,

In =
∫

ex sinn xdx =
∫

−ex sinn−1 xd cos x

= −ex sinn−1 x cos x +
∫

cos xex
[
sinn−1 x + (n − 1) sinn−2 x cos x

]
dx

= −ex sinn−1 x cos x+
∫

ex sinn−1 xd sin x+(n− 1)
∫

ex sinn−2 x(1− sin2 x)dx

= −ex sinn−1 x cos x +
1
n

∫
exd(sinn x) + (n − 1)(In−2 − In)

故

In =
n − 1

n
In−2 −

ex

n
sinn−1 x cos x +

1
n2

(
ex sinn x −

∫
sinn xexdx

)

=
n − 1

n
In−2 +

ex

n2

(
sinn x − n sinn−1 x cos x

)
− 1

n2 In.

化简得到

In =
n(n − 1)
1 + n2 In−2 −

ex

1 + n2

(
sinn x − n sinn−1 x cos x

)
.

请补齐 Jn的计算. �
(14)若 y := ax2 + bx + c, a ̸= 0且 b2 − 4ac > 0,计算不定积分

∫ dy
√

y
=


1√
a ln | y′

2 +
√

ay|+ C, a > 0,
1√
−a arcsin −y′√

b2−4ac
+ C, a < 0.
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解:实际上如果 a > 0得到

√
y =

√
a

√
x2 +

b
a

x +
c
a

=
√

a

√(
x +

b
2a

)2
+

4ac − b2

4a2 .

所以 ∫ dx
√

y
=

1√
a

ln
∣∣∣∣ y′

2a
+

√
y

√
a

∣∣∣∣+ C =
1√
a

ln
∣∣∣∣y′2 +

√
ay
∣∣∣∣+ C/

如果 a < 0得到

√
y =

√
−a

√
−x2 − b

a
x − c

a
=

√
−a

√
b2 − 4ac

4a2 −
(

x +
b

2a

)2

故

∫ dx
√

y
=

1√
−a

arcsin
y′
2a√

b2−4ac
4a2

+ C =
1√
−a

arcsin
y′

−
√

b2 − 4ac
+ C. �

(15)计算不定积分

I =
∫ (

1 + x − 1
x

)
ex+ 1

x dx.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

I =
∫

ex+ 1
x dx +

∫
xd
(

ex+ 1
x

)
= xex+ 1

x + C. �

§5.2.4 有理函数的原函数

考察不定积分 ∫
R(x)dx, 其中 R(x) :=

P(x)
Q(x)

, (5.2.3)

这里 P(x), Q(x)是多项式.根据代数学基本定理可知

P(x)
Q(x)

= p(x) + ∑
1≤j≤ℓ

∑
1≤k≤kj

ajk

(x − xj)k + ∑
1≤j≤n

∑
1≤k≤mj

bjkx + cjk

(x2 + pjx + qj)k , (5.2.4)

其中

p(x) : 多项式,

ajk, bjk, cjk : 唯一确定的实数,

Q(x) : = ∏
1≤j≤ℓ

(x − xj)
kj ∏

1≤j≤n
(x2 + pjx + qj)

mj (p2
j − 4qj < 0).
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所以计算不定积分 (5.2.3)分成下面三种情况.

情形 1: ∫
p(x)dx.

如果 p(x) = ∑0≤i≤N αixi 得到∫
p(x)dx = ∑

0≤i≤N

αi
i + 1

xi+1 + C. (5.2.5)

情形 2: ∫ dx
(x − a)k , k ∈ N.

根据基本不定积分表,

∫ dx
(x − a)k =

{
ln |x − a|+ C, k = 1,

1
1−k (x − a)1−k, k ̸= 1.

(5.2.6)

情形 3: ∫ bx + c
(x2 + px + q)k , p2 − 4q < 0.

根据恒等式

x2 + px + q =
(

x +
p
2

)2
+

(
q − p2

4

)
=
(

x +
p
2

)2
+

(√
q − p2

4

)2

和

bx + c
(x2 + px + q)k =

b
(
x + p

2
)
+
(

c − bp
2

)
[(

x + p
2
)2

+

(√
q − p2

4

)2
]k ,

得到 ∫ bx + c
(x2 + px + q)k dx =

b
2

∫ d
(
x + p

2
)2[(

x + p
2
)2

+

(√
q − p2

4

)2
]k

+

(
c − bp

2

) ∫ dx[(
x + p

2
)2

+

(√
q − p2

4

)2
]k .

所以只要如下两个不定积分

Ik :=
∫ du2

(u2 + a2)k , Jk :=
∫ du

(u2 + a2)k .
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然而第一个积分显然

Ik =

{
ln |u2 + a2|+ C, k = 1,

1
1−k (u

2 + a2)1−k, k ̸= 1.

并且第二个积分由例5.2.5 (10)给出,即

Jk =
2k − 1
2ka2 Jk−1 +

1
2ka2

u
(u2 + a2)k , J1 =

1
a

arctan
u
a
+ C.

例5.2.6. 计算不定积分∫
R(x)dx, 其中 R(x) =

x7 − 2x6 + 4x5 − 5x4 + 4x3 − 5x2 − x
(x − 1)2(x2 + 1)2 .

解:观察到

R(x) = x +
x5 − x4 + x3 − 3x2 − 2x

(x − 1)2(x2 + 1)2

= x +
A

(x − 1)2 +
B

x − 1
+

Cx + D
(x2 + 1)2 +

Ex + F
x2 + 1

.

故得到 (A, B, C, D, E, F) = (−1, 1, 1, 1, 0, 1)且∫
R(x)dx =

1
2

x2 +
1

x − 1
+

x
2(x2 + 2)2 + ln |x − 1|+ 3

2
tan−1 x + C. �

例5.2.7. (1)计算不定积分

In :=
∫ dx

(ax2 + bx + c)n , a ̸= 0.

解:根据

4a(ax2 + bx + c) = (2ax + b)2 + (4ac − b2) =: t2 + ∆

得到

In =
(4a)n

2a

∫ dt
(t2 + ∆)n = 22n−1an−1

∫ dt
(t2 + ∆)n

=


2n−3
n−1

2a
∆ In−1 +

1
(n−1)∆

2ax+b
(ax2+bx+c)n−1 , ∆ ̸= 0,

1
an(1−2n) (x + b

2a )
1−2n + C, ∆ = 0.

�

(2)计算不定积分

Im,n :=
∫ dx

(x + a)m(x + b)n , m, n ∈ N+.

解:如果 a = b,则

Im,n =
∫ dx

(x + a)m+n =
1

1 − m − n
(x + a)1−m−n + C.
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如果 a ̸= b,令 t = x+a
x+b 则

Im,n =
1

(b − a)m+n−1

∫
(1 − t)m+n−2

tm dt. �

(3)计算不定积分

∫ Pn(x)
(x − a)n+1 dx, det Pn = n.

解:根据Taylor公式

Pn(x) = ∑
0≤k≤n

P(k)(a)
k!

(x − a)k

得到 ∫ Pn(x)
(x − a)n+1 dx = ∑

0≤k≤n

P(k)(a)
k!

(x − a)k−n−1dx

= ∑
0≤k≤n−1

−P(k)
n (a)

k!(n − k)(x − a)n−k +
P(n)

n (a)
n!

ln |x − a|+ C. �

(4)计算不定积分

In =
∫ dx

1 + x2n , n ∈ N+.

解: 根据代数学基本定理得到 1 + x2n = ∏1≤k≤2n(x − ak) 其中 ak =

cos 2k−1
2n π +

√
−1 sin 2k−1

2n π.所以

1
1 + x2n = − 1

2n ∑
1≤k≤2n

ak
x − ak

=
1
n ∑

1≤k≤n

1 − (cos 2k−1
2n π)x

x2 − 2x cos 2k−1
2n π + 1

.

故

In = − 1
2n ∑

1≤k≤n

(
cos

2k − 1
2n

π
∫ 2x − 2 cos 2k−1

2n π

x2 − 2x cos 2k−1
2n π + 1

dx

)

+
1
n ∑

1≤k≤n

sin2 2k − 1
2n

π
∫ dx(

x − cos 2k−1
2n π

)2
+ sin 62 2k−1

2n π


= − 1

2n ∑
1≤k≤n

[
cos

2k − 1
2n

π · ln
(

x2 − 2x cos
2k − 1

2n
π + 1

)]

+
1
n ∑

1≤k≤n

(
sin

2k − 1
2n

π · tan−1 x − cos 2k−1
2n π

sin 3k−1
2n π

)
+ C. �
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我们已经使用了代数学基本定理,即任何非常数的 n次多项式 P(z)由如

下分解

P(z) = A ∏
1≤k≤n

(z − αk), A ∈ R, αk ∈ C. (5.2.7)

等价地,任何非常数多项式 P(z)在 C上至少有一个根 α. 否则的话 P(z)在 C

上没有根.因此函数

f (z) :=
1

P(z)

是全纯的. 当 |z| → +∞, |P(z)| → +∞和 | f (z)| → 0。所以全纯函数 f (z)在

C上有界.由 Lioullie定理得到 f (z) ≡ C, for all z ∈ C.

§5.2.5 形如
∫

R(sin x, cos x)dx的原函数

令

R(u, v) :=
P(u, v)
Q(u, v)

, 其中 P, Q是关于 u, v的多项式. (5.2.8)

考察如下不定积分 ∫
R(sin x, cos x)dx. (5.2.9)

利用变量替换

t := tan
x
2

得到 ∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R
(

2t
1 + t2 ,

1 − t2

1 + t2

)
2

1 + t2 dt. (5.2.10)

如果函数 R(u, v)满足一定的函数结构,可以利用其它简单的变量替换.

(1) R(−u, v) = R(u, v).此时 R(u, v) = R1(u2, v)且∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R1(1 − cos2 x, cos x)dx =

∫ −R1(1 − t2, t)dt√
1 − t2

.

(5.2.11)

(2) R(u,−v) = −R(u, v).此时 R(u, v) = R2(u, v2)且∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R2(sin x, 1 − sin2 x)dx =

∫ R2(t, 1 − t2)dt√
1 − t2

. (5.2.12)

(3) R(−u, v) = −R(u, v).此时 R(u, v) = u R∗
1(u

2, v)且∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
sin x R∗

1(sin2 x, cos x)dx =
∫

−R∗
1(1 − t2, t)dt.

(5.2.13)

(4) R(u,−v) = −R(u, v).此时 R(u, v) = v R∗
2(u

2, v)且∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
cos xR∗

2(sin x, cos2 x)dx =
∫

R∗
2(t, 1− t2)dt. (5.2.14)
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(5) R(−u,−v) = R(u, v).此时 R(u, v) = R((u/v)v, v) = R∗(u/v, v)从而

R∗(u/v,−v) = R∗((−u/ − v),−v) = R(−u,−v) = R∗(u/v, v).

所以得到 R(u, v) = R∗(u/v, v) = R3(u/v, v2)且∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R3(tan2 x, cos2 x)dx =

∫
R3

(
t,

1
1 + t2

)
dt

1 + t2 .

(5.2.15)

(6)一般情形.对任意 R(u, v)可写成

R(u, v) =
R(u, v)− R(−u, v)

2
+

R(−u, v)− R(−u,−v)
2

+
R(−u,−v) + R(u, v)

2
.

即可以写成 (4), (5), (6)的组合.

(7) R(u, v) = R∗(u2, v2).此时只要作变量替换 t = sin x便得到∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R∗(t2, 1 − t2)

dt√
2 − t2

. (5.2.16)

作为一个典型例子考虑∫
sinν x cosµ xdx, µ, ν ∈ Q且 0 < x <

π

2
.

作变量替换 z = sin x得到

sinν x cosµ xdx =
1
2

sinν−1 x(1 − sin2 x)
µ−1

2 2 sin xd sin x =
1
2
(1 − z)

µ−1
2 z

ν−1
2 dz.

例5.2.8. (1)计算不定积分

In :=
∫ dx

sinn x
, Jn :=

∫ dx
cosn x

.

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

In =
∫ sin xdx

sinn+1 x
= −

∫ d cos x
sinn+1 x

= − cos x
sinn+1 x

+
∫

cos x
[
−(n + 1) sin−n−2 x · cos x

]
dx

= − cos x
sinn+1 x

− (n + 1)
∫ 1 − sin2 x

sinn+2 x
dx = − cos x

sinn+1 x
− (n + 1)(In+2 − In)

从而

In = − − cos x
(n − 1) sinn−1 x

+
n − 2
n − 1

In−2.

类似地得到

Jn =
sin x

(n − 1) cosn−1 x
+

n − 2
n − 1

Jn−2. �
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(2)计算不定积分∫ dx
a + b cos x

, (a > 0且 |b| < |a|).

解:利用分部积分 (5.2.2)得到

I =
1
a

∫ dx
1 + ϵ cos x

(ϵ := b/a ∈ (−1, 1))

=
2
a

∫ d tan x
2

(1 + ϵ) + (1 − ϵ) tan2 x
2

=
2

a(1 − ϵ)

∫ dt

t2 +
(√

1+ϵ
1−ϵ

)2

=
2√

a2 − b2
arctan

(√
a − b
a + b

tan
x
2

)
+ C. �

(3)计算不定积分∫
P(x)eaxdx,

∫
P(x) sin bxdx,

∫
P(x) cos(bx)dx

可归结到计算如下两个不定积分 (其中 a ̸= 0且 b ̸= 0)

In :=
∫

xneax sin bxdx, Jn :=
∫

xneax cos bxdx.

利用分部积分 (5.2.2)得到

In = −1
b

∫
xneaxd cos bx

= −1
b

[
xneax cos bx −

∫
cos bx

(
nxn−1eax + axneax

)
dx
]

= −1
b

xneax cos bx +
n
b

Jn−1 +
a
b

Jn

和

Jn =
1
b

∫
xneaxd sin bx

=
1
b

[
xneax sin bx −

∫
sin bx

(
nxn−1eax + axneax

)
dx
]

=
1
b

xneax sin bx − n
b

In−1 −
a
b

In.

所以推出

In =
eax

a2 + b2

[
(a + n)xn−1 sin bx − bxn cos bx

]
− 2na

a2 + b2 In−1 −
n(n − 1)
a2 + b2 In−2.

请补充完整 Jn的表达式.



§5.2 不定积分的基本性质 199

§5.2.6 形如
∫

R(x, y(x))dx的原函数

(I) y(x) = m
√

αx+β
γx+δ ,其中 m ∈ N+且 α, β, γ, δ ∈ R.此时令

t := ω(t) =
(

αx + β

γx + δ

) 1
m

, tm =
αx + β

γx + δ
, x = φ(t) =

δtm − β

α − γtm .

则 ∫
R(x, y(x))dx =

∫
R(φ(t), t)φ′(t)dt. (5.2.17)

(II) R(x, y) = xm(a + bxn)p,这里 m, n, p ∈ Q且 a, b ∈ R. 如果 p ∈ Z,得

到

R(x, y(x)) = x
m1
m2

(
a + bx

n1
n2

)p

其中 p = p1/p2, m = m1/m2, n = n1/n2.令

λ := [m2, n2], t := x
1
λ ,

得到∫
R(x, y(x))dx =

∫
t

λ
m2

m1

(
a + bt

λ
n2

n1

)p
λtλ−1dt =

∫
R∗(t)dt. (5.2.18)

如果 p /∈ Z,令 z = xn得到

R(x, y(x))dx =
1
n
(a + bz)pzqdz, q :=

m + 1
n

− 1.

从而 ∫
R(x, y(x))dx =

1
n

∫
(a + bz)pzqdz. (5.2.19)

如果 q ∈ Z则令

t := ν
√

a + bz, p :=
p1

ν
,

上述不定积分可化简为∫
R(x, y(x))dx =

∫ tνp

n

(
tν − a

b

)q νtν−1

b
dt =

∫
R∗(t)dt. (5.2.20)

如果 q /∈ Z,把 (5.2.19)写成∫
R(x, y(x))dx =

1
n

∫ ( a + bz
z

)p
zp+qdz.

如果 p + q ∈ Z令

t = ν

√
a + bz

z
, p =

p1

ν

得到 ∫
R(x, y(x))dx =

1
n

∫
tνpzp+qdz =

∫
R∗(t, z)dz. (5.2.21)

下面结论Newton最早知道,但是由Chebeshev给出了严格证明.
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不定积分 ∫
R(x, y(x))dx

可以用初等函数表示,如果 p, q, p + q中有一个是整数,或者 p, m+1
n ,

m+1
n + p中有一个是整数.

例5.2.9. (1)计算不定积分

Jp,q :=
∫
(a + bz)pzqdz.

解:因为

((a + bz)pzq)′ = p(a + bz)p−1bzq + q(a + bz)pzq−1

和

(a + bz)p+1zq = (a + bz)(a + bz)pzq,

得到

Jp+1,q = aJp,q + bJp,q+1,

(a + bz)p+1zq+1 = (p + 1)bJp,q+1 + (q + 1)Jp+1,q.

所以

Jp,q = − (a + bz)p+2zq+1

a(p + 1)
+

p + q + 2
a(p + 1)

Jp+1,q (p ̸= −1)

=
(a + bz)p+2zq+1

a(q + 1)
− b

p + q + 2
a(q + 1)

Jp,q+1 (q ̸= −1)

=
(a + bz)pzp+1

p + q + 1
+

ap
p + q + 1

Jp−1,q (p + q + 1 ̸= 0)

=
(a + bz)p+1zq

b(p + q + 1)
− aq

b(p + q + 1)
Jp,q−1 (p + q ̸= −1). �

(2)计算不定积分

Hm :=
∫ xm

√
1 − x2

dx.

解:如果 m是奇数,则 m+1
2 ∈ Z;如果 m是偶数,则 m+1

2 + q = m+1
2 − 1

2 =
m
2 ∈ Z.所以任意 m上述不定积分可用初等函数表示.若 m ≥ 2,

Hm =
1
2

∫
(1 − z)−1/2z

m−1
2 dz =

1
2

J− 1
2 , m−1

2

= − 1
m

xm−1
√

1 − x2 +
m − 1

m
Hm−2.

这里

H1 = −
√

1 − x2 + C, H0 = arcsin x + C.
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如果 m < −1,可记 m = −µ其中 µ > 1,从而

Hm =
1
2

J− 1
2 , m−1

2
= − x−(µ−1)

√
1 − x2

µ − 1
+

µ − 2
µ − 1

H−(µ−2).

这里

H−1 = ln

∣∣∣∣∣1 −
√

1 − x2

x

∣∣∣∣∣+ C, H−2 = −
√

1 − x2

x
+ C. �

(III) R(x, y(x)) = R(x,
√

ax2 + bx + c),其中 a, b, c ∈ R. 此时一般的变量

替换,即Euler替换:

情形 1: a > 0.此时考虑√
ax2 + bx + c = t −

√
ax (5.2.22)

从而得到 bx + c = t2 − 2
√

atx且

x =
t2 − c

2
√

at + b
,
√

ax2 + bx + c =
√

at2 + bt + c
√

a
2
√

at + b
.

最后得到 ∫
R
(

x,
√

ax2 + bx + c
)

dx

=
∫

R
(

t2 − c
2
√

at + b
,
√

at2 + bt + c
√

a
2
√

at + b

)
2
√

at2 + bt + c
√

a
(2
√

at + b)2 dt =
∫

R∗(t)dt.

情形 2: c > 0.此时考虑√
ax2 + bx + c = xt +

√
c (5.2.23)

从而得到 ax + b = xt2 + 2
√

ct且

x =
2
√

ct − b
a − t2 ,

√
ax2 + bx + c =

√
ct2 − bt +

√
ca

a − t2 .

最后得到 ∫
R
(

x,
√

ax2 + bx + c
)

dx

=
∫

R
(

2
√

ct − b
a − t2 ,

√
ct2 − bt +

√
ca

a − t2

)
2
√

ct2 − bt +
√

ca
(a − t2)2 dt =

∫
R∗(t)dt.

观察到 √
ax2 + bx + c =

√
x2
(

c
x2 +

b
x
+ a
)

且

R
(

x,
√

ax2 + bx + c
)

= R

(
x, x

√
c

x2 +
b
x
+ a

)
= R∗

(
z,
√

cz2 + bz + a
)

,
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其中 z = 1/x,所以情形 1和情形 2等价.

情形 3: ax2 + bx + c = a(x − λ)(x − µ),其中 λ ̸= µ且 λ, µ ∈ R. 此时考

虑 √
ax2 + bx + c = t(x − λ), t =

√
a

x − µ

x − λ
, dx =

2a(µ − λ)t
(t2 − a2)2 dt. (5.2.24)

一般地不定积分

I :=
∫

R
(

x,
√

ax2 + bx + c
)

dx

可以归结到如下三个不定积分

I1 :=
∫ P(x)√

ax2 + bx + c
dx,

I2 :=
∫ dx

(x − α)k
√

ax2 + bx + c
,

I3 :=
∫

(Ax + B)dx
(x2 + px + q)m

√
ax2 + bx + c

.

例5.2.10. 计算不定积分

I :=
∫ dx

x +
√

x2 − x + 1
.

解:作变量替换
√

x2 − x + 1 = t − x得到

I =
∫ 2t2 − 2t + 2

t(2t − 1)2 dt =
∫ [2

t
− 3

2t − 1
+

3
(2t − 1)2

]
dt

= −3
2

1
2t − 1

+ 2 ln |t| − 3
2

ln |2t − 1|+ C

= −3
2

1

2x + 2
√

x2 − x + 1 − 1
+ 2 ln

∣∣∣x +
√

x2 − x + 1
∣∣∣

− 3
2

ln
∣∣∣2x + 2

√
x2 − x + 1 − 1

∣∣∣+ C. �

对不定积分 I1只要考虑

Vm :=
∫ xm

√
ax2 + bx + c

dx =
∫ xm

√
Y

dx, Y := ax2 + bx + c. (5.2.25)

由于 (
xm−1

√
Y
)′

= (m − 1)xm−2
√

Y +
xm−1Y′

2
√

Y

=
2(m − 1)xm−2(ax2 + bx + c) + xm−1(2ax + b)

2
√

Y
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= ma
xm
√

Y
+

(
m − 1

2

)
b

xm−1
√

Y
+ (m − 1)c

xm−2
√

Y
.

所以得到

xm−1
√

Y = maVm +

(
m − 1

2

)
bVm−1 + (m − 1)cVm−2

且

V1 =
1
a

√
Y − b

2a
V0, V2 =

2a − 3b
4a2

√
Y +

b2 − 4ac
8a2 V0.

所以

Vm = pm−1(x)
√

Y + λmV0, (5.2.26)

其中 deg pm−1 = m − 1且 λm ∈ R.最后一点是如何计算

V0 :=
∫ dx√

ax2 + bx + c
.

显然这个不定积分可归结到∫ dx√
x2 ± α2

= ln
∣∣∣x +

√
x2 ± α2

∣∣∣+ C,
∫ dx√

α2 − x2
= arcsin

x
α
+ C (α > 0).

对不定积分 I2作变量替换 x − α = 1/t得到∫ dx
(x − α)k

√
Y

=
∫ tk−1dt√

(aα2 + bα + c)t2 + (2aα + b)t + a
. (5.2.27)

这就转化成不定积分 I1.

对不定积分 I3分两种情形考虑.情形 1: a(x2 + px + c) = ax2 + bx + c.此

时

I3 =
∫ am(Ax + B)

(ax2 + bx + c)
2m+1

2
dx =

∫ Mx + N

(ax2 + bx + c)
2m+1

2
dx

=
M
2a

∫
(2ax + b)dx

(ax2 + bx + c)
2m+1

2
+

(
N − Mb

2a

) ∫ dx

(ax2 + bx + c)
2m+1

2

=
M
2a

1

(ax2 + bx + c)m− 1
2

1
−m + 1

2
+

(
N − Mb

2a

) ∫ dx

(ax2 + bx + c)
2m+1

2
.

所以就归结到求不定积分

J :=
∫ dx

(ax2 + bx + c)m+ 1
2
=
∫ dx

Ym+ 1
2

. (5.2.28)

考虑Abel变换:

t := (
√

Y)′ =
Y′

2
√

Y
=

ax + b
2√

ax2 + bx + c
, Y =

4ac − b2

4(a − t2)
. (5.2.29)
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因此得到

J =
(

4
4ac − b2

)m ∫
(a − t2)m−1dt. (5.2.30)

情形 2: 一般得有 ax2 + bx + c = a(x2 + p′x + q′),这里 x2 + p′x + q′ ̸= x2 +

px + q.此时想法是把线性项去掉.当 p ̸= p′时考虑变量替换

x =
µt + ν

t + 1
.

得到

x2 + px + q =
(µ2 + pµ + q)t2 + [2µν + (µ + ν) + 2q]t + (ν2 + pν + q)

(t + 1)2 .

对 x2 + p′x + q′ 也有类似的表达式, 只要把上述等式中 p, q′ 换成 p′, q′ 即可.

令线性项为零就得到 µ, ν所要满足的条件

2µν + p(µ + ν) + 2q = 0 = 2µν + p′(µ + ν) + 2q′.

由此得到

µ + ν = −2
q − q′

p − p′
, µ =

p′q − pq′

p − p′

而且 µ, ν是

(p − p′)u2 + 2(q − q′)u + (p′q − pq′) = 0

得两个实根.根据二项式判别法知道

µ ̸= ν ⇐⇒ (q − q′)2 − (p − p′)(p′q − pq′) > 0.

利用如上选择的 µ, ν计算得到,其中 deg P = 2m − 1且 λ > 0,∫ Ax + B
(x2 + px + q)m

√
ax2 + bx + c

dx =
∫ P(t)dt

(t2 + λ)m
√

αt2 + β

= ∑
i

∫ Ait + Bi

(t2 + λ)ki
√

αt2 + β
dt (1 ≤ ki ≤ m).

对每个不定积分有∫ At + B
(t2 + λ)k

√
αt2 + β

dt =
A
α

∫
αtdt

(t2 + λ)k
√

αt2 + β
+ B

∫ dt
(t2 + λ)k

√
αt2 + β

其中对第一个不定积分作变量替换 u =
√

αt2 + β和对第二个不定积分作变

量替换 u = αt/
√

αt2 + β得到∫ At + B
(t2 + λ)k

√
αt2 + β

dt =
∫ Aαk−1du

(u2 + αλ − β)k +
∫ Bαk(α − u2)k−1du

[(β − αλ)u2 + λα2]k
.

即可以归结到有理函数的不定积分.

当p = p′时,作变量替换 x = t − p
2 得到∫ Ax + B

(x2 + px + q)m
√

a(x2 + px + q′)
dx =

∫ Ax + (B − Ap
2 )(

t2 + q − p2

4

)m
√

at2 + a
(

q′ − p2

4

)dt.
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§5.2.7 椭圆积分

椭圆积分最早起源于计算椭圆的周长. Abel把它推广到现在称为的Abel

积分: ∫
R(x, y)dx, P(x, y) = 0 (5.2.31)

其中 R(x, y)是关于 x, y的有理函数,多项式 P(x, y)满足条件 P ∈ Z[x, y]且

deg P ≥ 2. Abel和Liouville证明了

一般情况下 (5.2.31)不能同初等函数来表示.

Abel积分的特殊情形就是椭圆积分∫
R
(

x,
√

P(x)
)

dx, deg P = 3或 4. (5.2.32)

如果 deg P = 2前面已经讨论过.多项式次数 ≥ 5时相应的不定积分称为超

椭圆积分 ∫
R
(

x,
√

P(x)
)

dx, deg P ≥ 5. (5.2.33)

对 (5.2.32)只要考虑 deg P = 4的情形:∫
R
(

x,
√

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e
)

dx. (5.2.34)

根据代数学基本定理

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = a(x2 + px + q)(x2 + p′x + q′). (5.2.35)

情形 1: p = p′.此时

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = a
[(

x +
p
2

)2
+ q − p2

4

] [(
x +

p
2

)2
+ q′ − p2

4

]
.

(5.2.36)

令

x = t − p
2

t = x +
p
2

, (5.2.37)

得到

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = a
(

t2 + q − p2

4

)(
t2 + q′ − p2

4

)
且∫

R
(

x,
√

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e
)

dx =
∫

R∗
(

t,
√

a(t2 + α)(t2 + β)

)
dt.

(5.2.38)

情形 2: p ̸= p′.此时令

x =
µt + ν

t + 1
或 t =

x − ν

µ − x
(5.2.39)
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得到

x2 + px + q =
(µ2 + pµ + q)t2 + [2µν + p(µ + ν) + 2q]t + (ν2 + pν + q)

(t + 1)2 .

选择 µ, ν使得

2µν + p(µ + ν) + 2q = 0 = 2µν + p′(µ + ν) + 2q′.

进一步有

µ ̸= ν且为实的 ⇐⇒ (q − q′)2 − (p − p′)(p′q − pq′) > 0.

从而得到 ∫
R
(

x,
√

ax4 + bx3 + cx2 + dx + e
)

dx

=
∫

R

(
µt + ν

t + 1
,

√
(M + Nt2)(M′ + N′t2)

(t + 1)2

)
µ − ν

(t + 1)2 dt

=
∫

R̃
(

t,
√

A(1 + mt2)(1 + m′t2)

)
dt.

令

Y := A(1 + mt2)(1 + m′t2), y :=
√

Y.

得到

R̃(t, y) =
P1(t) + P2(t)y
P3(t) + P4(t)y

= R̃1(t) + R̃2(t)y = R̃1(t) +
y2R̃2(t)

y
.

这样就归结到求以下不定积分∫ R∗(t)√
A(1 + mt2)(1 + m′t2)

dt. (5.2.40)

考虑分解

R∗(t) =
R∗(t) + R∗(−t)

2
+

R∗(t)− R∗(−t)
2

:= R∗
1(t) + R∗

2(t),

这里显然成立 R∗
1(−t) = R∗

1(t)和 R∗
2(−t) = −R∗

2(t).所以

R∗
1(t) = R1(t2), R∗

2(t) = t R2(t2).

因此进一步归结到如下两个不定积分∫ R1(t2)dt√
A(1 + mt2)(1 + m′t2)

+
∫ R2(t2) tdt√

A(1 + mt2)(1 + m′t2)
(5.2.41)

或者,对第二个不定积分作变量替换 t2 = u后,归结到如下积分∫ R3(t2)dt√
A(1 + mt2)(1 + m′t2)

, y :=
√

A(1 + mt2)(1 + m′t2), (5.2.42)
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其中不妨假设 A = ±1和 t > 0.

(1)首先我们证明 (5.2.42)可化简为标准形式

∫ R(z2)dz√
(1 − z2)(1 − k2z2)

(5.2.43)

这里 k是分数且 0 < k < 1.

情形 1: A = +1, m = −h2, m′ = −h2 (h > h′ > 0). 此时 t < 1/h 或

t > 1/h′.令

ht = z
(

0 < t < 1或 z >
h
h′

)
.

则得到

dt
y

=
dz

h
√
(1 − z2)

(
1 − h′2

h2 z2
) ,

∫ R3(t2)dt
√

y
=
∫ R(z2)dz√

(1 − z2)(1 − k2z2)
.

情形 2: A = +1, m = −h2, m′ = h2 (h, h′ > 0).此时 t < 1/h.令

ht =
√

1 − z2 (0 < z ≤ 1) .

则得到
dt
y

=
−1√

h2 + h′2
dz√

(1 − z2)
(

1 − h′2
h2+h′2 z2

) .

情形 3: A = +1, m = h2, m′ = h2 (h > h′ > 0).此时令

ht =
z√

1 − z2
(0 ≤ z < 1), z =

ht√
1 + h2t2

.

则得到
dt
y

=
dz

h
√
(1 − z2)

(
1 − h2−h′2

h2 z2
) .

情形 4: A = −1, m = −h2, m′ = h2 (h, h′ > 0).此时 t > 1/h.令

ht =
1√

1 − x2
(0 < z < 1).

则得到
dt
y

=
dz

√
h2 + h′2

√
(1 − z2)

(
1 − h2

h2+h′2 z2
) .
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情形 5: A = −1, m = −h2, m′ = −h2 (h > h′ > 0). 此时 1/h < t < 1/h′.

令

h′t =

√
1 − h2 − h′2

h2 z2 (0 < z < 1).

则得到
dt
y

=
−dz

h
√
(1 − z2)

(
1 − h2−h′2

h2 z2
) .

(2)第一类、第二类、第三类椭圆积分.根据上面讨论可知

∫ R(z2)dz√
(1 − z2)(1 − k2z2)

= In和 Hn的线性组合 (5.2.44)

这里 n ∈ N和 m ∈ N+,且

In :=
∫ z2ndz√

(1 − z2)(1 − k2z2)
, n ∈ N,

Hm :=
∫ dz

(z2 − a)m
√
(1 − z2)(1 − k2z2)

, m ∈ N+, a ∈ C.

因为 [
z2n−3

√
(1 − z2)(1 − k2z2)

]′
= (2n − 3)z2n−4

√
(1 − z2)(1 − k2z2) + z2n−3 2k2z3 − (k2 + 1)z√

(1 − z2)(1 − k2z2)

=
(2n − 1)k2z2n − (2n − 2)(k2 + 1)z2n−2 + (2n − 3)z2n−4√

(1 − z2)(1 − k2z2)

所以得到递推关系

(2n− 1)k2 In − (2n− 2)(k2 + 1)In−1 +(2n− 3)In−2 = z2n−3
√
(1 − z2)(1 − k2z2)

(5.2.45)

等价地

In = αI0 + βn I1 + q2n−3(z)
√
(1 − z2)(1 − k2z2), (5.2.46)

其中 αn, βn ∈ R, det q2n−3 = 2n − 3,且

I0 :=
∫ dz√

(1 − z2)(1 − k2z2)
, 第一类椭圆积分, (5.2.47)

I1 :=
∫ z2dz√

(1 − z2)(1 − k2z2)
, 第二类椭圆积分. (5.2.48)

对 z(z2 − a)−m+1
√
(1 − z2)(1 − k2z2)微分得到

(2m− 2)
[
−a + (k2 + 1)a2 − k2a3

]
Hm − (2m−3)

[
1 − 2a(k2 + 1) + 3k2a2

]
Hm−1
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+ (2m− 4)[(k2 + 1)− 3k2a]Hm−2 − (2m− 5)k2Hm−3 =
z

(z2 − a)m−1

√
(1 − z2)(1 − k2z2).

最终得到结论: Hm唯一被

H1 :=
∫ dz

(z2 − a)
√
(1 − z2)(1 − k2z2)

∼
∫ dz

(1 + hz2)
√
(1 − z2)(1 − k2z2)

, 第三类椭圆积分,

H0 := I0,

H−1 :=
∫

(z2 − a)dz√
(1 − z2)(1 − k2z2)

= I1 − aI0

所决定,即

所有的椭圆积分被 I0, I1, H1所唯一确定.

(3) Legendre型椭圆积分. 对上述三类椭圆积分作变量替换 z = sin φ得

到

I0 =
∫ dφ√

1 − k2 sin2 φ
:= F(k, φ), (5.2.49)

I1 =
∫ sin2 φdφ√

1 − k2 sin2 φ
=

1
k2

∫ dφ√
1 − k2 sin2 φ

− 1
k2

∫ √
1 − k2 sin2 φdφ

=
E(k, φ)− E(k, φ)

k2 , (5.2.50)

这里

E(k, φ) :=
∫ √

1 − k2 sin2 φdφ. (5.2.51)

对第三类椭圆积分有

H1 =
∫ dφ

(1 + h sin2 φ)
√

1 − k2 sin2 φ
. (5.2.52)

例5.2.11. (1)非初等函数:

Ei(x) :=
∫ ex

x
dx, li(x) :=

∫ dx
ln x

,

Si(x) :=
∫ sin x

x
dx, Ci(x) :=

∫ cos x
x

dx,

Shi(x) :=
∫ sinh x

x
dx, Chi(x) :=

∫ cosh x
x

dx,

S(x) :=
∫

sin(x2)dx, C(x) =
∫

cos(x2)dx, Fresnel积分,

Φ(x) :=
∫

e−x2
dx, Euler-Poisson积分.
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(2)计算积分

In :=
∫ 1

0

tndt√
t(1 − t)

=
(2n − 1)!!
(2n)!!

π, n ∈ N.

实际上

In =
∫ π/2

0

sin2n θ · 2 sin θ cos θ dθ

sin θ cos θ
= 2

∫ π/2

0
sin2n θ dθ.

利用分布积分计算得到

In = −2
∫ π/2

0
sinn−1 θ d cos θ = 2

∫ π/2

0
cos θ(2n − 1) sin2n−2 θ cos θ dθ

= 2(2n − 1)
∫ π/2

0
(1 − sin2 θ) sin2n−2 θ dθ = (2n − 1)(In−1 − In)

故

In =
2n − 1

2n
In−1 =

(2n − 1)!!
(2n)!!

I0 =
(2n − 1)!!
(2n)!!

π.

接下来计算

F(λ) :=
∫ 1

0

dt√
t(1 − t)(1 − λt)

.

根据Taylor公式得到

(1 − λt)−1/2 = ∑
n≥0

(2n − 1)!!
(2n)!!

λntn

从而推出

F(λ) =
∫ 1

0

[
∑
n≥0

(2n − 1)!!
(2n)!!

λn tndt√
t(1 − t)

]

= ∑
n≥0

(2n − 1)!!
(2n)!!

λn In = ∑
n≥0

[
(2n − 1)!!
(2n)!!

]2

πλn

最后一个级数就是所谓的超几何级数.上述计算过程的第二个等式,即求积分

和求级数可以相互交换需要确认是否成立 (这个在含参变量积分中会给出详

细说明).把 F(λ)重新写成

F(λ) = π ∑
n≥0

[
1
2

(
1
2
+ 1
)(

1
2
+ 2
)
· · ·
(

1
2
+ n − 1

)]2 λn

(n!)2

= π ∑
n≥0

(1/2
n )(1/2

n )

n!
λn

n!
. (5.2.53)
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§5.2.8 超几何级数

在这一小节我们来简单介绍下超几何级数的定义和性质, 当然假定知道

反常积分的定义.

定义5.2.12. Γ函数定义为

Γ(z) :=
∫ ∞

0
r−ttz−1dt, Re(z) > 0. (5.2.54)

之后的章节中我们会证明如下关于 Γ(z)的性质:

(1) Γ(x) ∈ C1((0,+∞)), Γ(1 + n) = n!, Γ′(1) = γ.

(2) Re(z) > 0 =⇒ Γ(1 + z) = zΓ(z).

(3) Γ(z)可以解析延拓到 C \ N−且

lim
z→−n

(z + n)Γ(z) =
(−1)n

n!
.

(4) ∀ z ∈ C \ Z,

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)
.

(5) ∀ z ∈ C \ {0,− 1
2 ,−1,− 3

2 ,−2, · · · },

Γ(z)Γ
(

z +
1
2

)
=

√
π21−2zΓ(2z).

(6) (2n − 1)!! = 2n
√

π
Γ(n + 1/2)故

Γ(n + 1/2)
Γ(1/2)

=

(
1/2

n

)
.

定义5.2.13. Gauss引入了如下的超几何级数

F(α, β, γ, x) := 1 + ∑
n≥1

α(α + 1) · · ·+ (α + n − 1)β(β + 1) · · · (β + n − 1)
γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1)

xn

n!

= 1 + ∑
n≥1

(α
n)(

β
n)

(γ
n)

xn

n!
. (5.2.55)

注意到函数 F满足微分方程

x(x − 1)y′′ − [γ − (α + β + 1)x]y′ + αβy = 0. (5.2.56)
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定义5.2.14. 令

(a)k :=
Γ(a + k)

Γ(a)
, a, k ∈ C (5.2.57)

并定义(广义)超几何级数如下

pFq

[
α1, · · · , αp

β1, · · · , βq

∣∣∣x] := ∑
n≥0

(α1)n · · · (αp)n

(β1)n · · · (βq)n

xn

n!
. (5.2.58)

其中

p, q ∈ Z≥0, α1, · · · , αp, β1, · · · , βq ∈ C.

当 p = q + 1时可以证明 pFq 对任意 αi, β j 都收敛, 如果 |x| < 1. 并且 q+1Fq

可解析延拓到 C \ [1,+∞). 如果 x = 1 此时级数当 Re(α1 + · · · + αq+1) <

Re(β1 + · · · + βq) 时收敛; 如果 x = −1 此时级数当 Re(α1 + · · · + αq+1) <

Re(β1 + · · ·+ βq) + 1时收敛.

定义5.2.15. 定义Ψ函数如下

Ψ(z) := −γ − ∑
n≥0

(
1

z + n
− 1

n + 1

)
= ∑

n≥1

[
ln
(

1 +
1
n

)
− 1

z + n

]
. (5.2.59)

可以证明如下结论:

Ψ(z + 1)− Ψ(z) =
1
z

, Ψ(1 − z)− Ψ(z) = π cot(πz),

Ψ′(z) = ∑
n≥0

1
(z + n)2 , Ψ(z) =

1
2

[
Ψ
( z

2

)
+ Ψ

(
z + 1

2

)]
+ ln 2,

Ψ(z) =
Γ′(z)
Γ(z)

=
d
dz

ln Γ(z), (5.2.60)

Ψ 仅有实根; Ψ 在区间 (0,+∞) 和每个区间 (−n − 1,−n) (n ∈ N); 仅在区间

(1, 2)内存在唯一的实根;在每个区间 (−n − 1,−n)内存在根; limx→∞[Ψ(x)−
ln x] = 0.

例5.2.16. 定义函数

z := 2F1

[
1
2 , 1

2

1

∣∣∣∣∣x
]
= 2F1

(
1
2

,
1
2

∣∣∣∣1∣∣∣∣x) , (5.2.61)

y := π

2F1

[
1
2 , 1

2

1

∣∣∣∣∣1 − x

]

2F1

[
1
2 , 1

2

1

∣∣∣∣∣x
] = π

2F1

(
1
2 , 1

2

∣∣∣∣1∣∣∣∣1 − x
)

2F1

(
1
2 , 1

2

∣∣∣∣1∣∣∣∣x) . (5.2.62)

第一类完备椭圆积分定义为

K ≡ K(x) :=
∫ π/2

0

dφ√
1 − x sin2 φ

=
π

2 2F1

(
1
2

,
1
2

∣∣∣∣1∣∣∣∣x) =
π

2
z, (5.2.63)
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而第二类完备椭圆积分定义为

E ≡ E(x) :=
∫ π/2

0

√
1 − x sin2 φdφ = πx(1 − x)z′ +

πz(1 − x)
2

. (5.2.64)

其实可以证明

K =
π

2 ∑
n≥0

[(
1/2

n

)]2 xn

(n!)2 . (5.2.65)

例5.2.17. (1) Re(2x + n + 2) > 0 =⇒

∑
k≥1

(
1
k
+

1
n + k

)
(−1)k(−x)k
(x + n + 1)k

= Ψ(x + n + 1)− Ψ(n + 1).

(2) Re(2x + 2y + n + 2) > 0 =⇒

4F3

[
n
2 + 1, n,−x,−y

n
2 , x + n + 1, y + n + 1

∣∣∣∣− 1

]
=

Γ(x + n + 1)Γ(y + n + 1)
Γ(x + y + n + 1)Γ(n + 1)

.

(3)取 n = −x = −y = 1
2 得到

2
π

= 1 − 5
(

1
2

)3
+ 9

(
1 · 3
2 · 4

)3
− · · · = ∑

n≥0
(−1)n(4n + 1)

[
(2n − 1)!!
(2n)!!

]3

.

(5.2.66)

(4) Ramanujan:

µ :=
√

π

Γ2(3/4)
= 1.180340599016096,(5.2.67)

ν :=
Γ2(3/4)

π3/2 = 0.269676300594190,(5.2.68)

2F1

[
1
2 , 1

2

1

∣∣∣∣12 +
x

1 + x2

]
= µ

√
1 + x22F1

[
1
2 , 1

4
3
4

∣∣∣∣x4

]

+ x(1 + x2)3/2
2F1

[
1
2 , 3

4
5
4

∣∣∣∣x4

]
. (5.2.69)

§5.3 定积分

§5.3.1 Riemann积分的定义

积分通俗地讲就是曲线所围区域的面积.

定义5.3.1. (1)闭区间 [a, b]的划分 T是该区间内的一组有限个点 x0, x1, · · · , xn

满足

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.
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区间 [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n,统称为 T的区间.记

∆xi := xi − xi−1, ||T|| := max
1≤i≤n

∆xi

其中把 ||T||称为 T的模.

(2)闭区间 [a, b]上的带点划分 (T, ξ)是由划分 T : a = x0 < x1 < · · · <
xn = b,和点 ξi ∈ [xi−1, xi], 1 ≤ i ≤ n所组成.这里 ξ = (ξ1, . . . , ξn).

(3)假设函数 f 定义在闭区间 [a, b]上且 (T, ξ)是 [a, b]上的带点划分,则

有限和

σ( f ; T, ξ) := ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi (5.3.1)

称为函数 f 相对于 [a, b]上的带点划分 (T, ξ)的Riemann和 .

(4)实数 I称为闭区间 [a, b]上函数 f 的Riemann积分如果

I = lim
||T||→0

σ( f ; T, ξ) = lim
||T||→0

∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi, (5.3.2)

也就是说

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ [a, b]上的带点划分 (T, ξ)只要 ||T|| < δ有

不等式
∣∣∑1≤i≤n f (ξi)∆xi − I

∣∣ < ϵ成立.
(5.3.3)

Riemann积分通常记作

I =
∫ b

a
f (x)dx, (5.3.4)

这里 a和 b分别是积分下限和积分上限, x 是积分变量, f (x)是被积函数. 此

时函数 f 称为 [a, b]上Riemann可积的.

(5)引入Riemann可积空间如下

R([a, b]) :=
{
[a, b]上所有 Riemann可积的函数

}
. (5.3.5)

之后我们将会证明包含关系: C([a, b]) ( R([a, b]),到此为止三个重要的函数空

间 C([a, b]), D([a, b]), R([a, b]),它们之间的关系如下:

D([a, b]) ( C([a, b]) ( R([a, b]). (5.3.6)

注5.3.2. (1) Riemann积分和积分变量无关,即∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (y)dy =

∫ b

a
f (t)dt.

(2)为了方便期间引入记号∫ a

a
f (x)dx = 0,

∫ a

b
f (x)dx := −

∫ b

a
f (x)dx (a < b).
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例5.3.3. (1)证明 ∫ 1

0
cdx = c.

证:令函数 f (x) = c, x ∈ [0, 1].对任何带点划分 (T, ξ)都有

σ( f ; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi = c ∑
1≤i≤n

∆xi = c(1 − 0) = c. �

(2)证明 ∫ b

a
xdx =

b2 − a2

2
,
∫ b

a

dx
x2 = − b − a

ab
(0 < a < b).

证:对任何 [a, b]上的带点划分 (T, ξ)有

σ( f ; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi.

f (x) = x:此时

σ( f ; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

ξi∆xi.

为了便于计算首先选取特殊点 ξ̃i 如下

ξ̃i :=
xi−1 + xi

2
.

从而得到

σ( f ; T, ξ̃) = ∑
1≤i≤n

xi−1 + xi
2

(xi − xi−1) =
1
2 ∑

1≤i≤n

(
x2

i − x2
i−1

)
=

b2 − a2

2
.

对一般的 ξ利用

σ( f ; T, ξ)− σ( f ; T, ξ̃) = ∑
1≤i≤n

(ξi − ξ̃i)∆xi

得到 ∣∣σ( f ; T, ξ)− σ( f ; T, ξ̃)
∣∣ ≤ ||T|| ∑

1≤i≤n
∆xi = ||T||(b − a)

即可得到相应的积分值∫ b

a
f (x)dx = lim

||T||→0
σ( f ; T, ξ̃) =

b2 − a2

2
.

f (x) = 1
x2 :此时

σ( f ; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

∆xi

ξ2
i

.

为了便于计算首先选取特殊点 ξ̃i 如下

ξ̃i :=
√

xi−1xi.
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从而得到

σ( f ; T, ξ̃) = ∑
1≤i≤n

xi − xi−1

2
(xi−1xi) = ∑

1≤i≤n

(
1

xi−1
− 1

xi

)
=

1
a
− 1

b
.

对一般的 ξ得到

∣∣σ( f ; T, ξ)− σ( f ; T, ξ̃)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

(
1
ξ2

i
− 1

ξ̃2
i

)
∆xi

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤i≤n

∣∣∣∣∣ ξ̃2
i − ξ2

i
ξ2

i ξ̃2
i

∆xi

∣∣∣∣∣
≤ ∑

1≤i≤n

|ξ̃2
i − ξ2

i |∆xi

a4 ≤ ∑
1≤i≤n

2b
a4 |ξi − ξ̃i|∆xi ≤ 2b

a4 (b − a)||T||.

从而得到相应的积分值∫ b

a
f (x)dx = lim

||T||→0
σ( f ; T, ξ̃) =

b − a
ab

. �

(3)计算积分 ∫ a

0

√
a2 − x2 dx, a > 0.

证:这个积分是半径为 a的圆盘位于第一象限内的面积,所以∫ a

0

√
a2 − x2 dx =

1
4

πa2 =
πa2

4
. �.

(4)计算积分 ∫ b

a

√
(x − a)(b − x)dx, a < b.

证:利用恒等式得到∫ b

a

√
(x − a)(b − x)dx =

∫ b

a

√
−x2 − ab + (a + b)xdx

=
∫ b

a

√(
b − a

2

)2
−
(

x − a + b
2

)2
dx =

1
2

π

(
b − a

2

)2
=

π(b − a)2

8

这是因为积分是以 ((a + b)/2, 0)为中心半径为 (b − a)/2的圆盘位于第一象

限内的面积. �
(5)根据对称性得到 ∫ π

−π
sin xdx = 0.

(6) Dirichlet函数 D(x) /∈ R([0, 1]).

证:对 [0, 1]上的任何带点划分 (T, ξ)有

σ(D; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

D(ξi)∆xi.

如果所有 ξi ∈ Q,则 D(ξi) = 1从而

σ(D; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

∆xi = 1 − 0 = 1.
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如果所有 ξi /∈ Q,则 D(ξi) = 0从而

σ(D; T, ξ) = ∑
1≤i≤n

0 = 0.

因此 D(x) /∈ R([0, 1]). �

§5.3.2 可积的必要条件

首先我们证明闭区间上的可积函数必有界.

定理5.3.4. f ∈ R([a, b]) ⇒ f 在 [a, b]上有界.

证: 根据假设条件 f ∈ R([a, b]),得到 ∃ I ∈ R, ∃ δ > 0, ∀带点划分 (T, ξ)

都有不等式 ∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣ < 1

成立. 如果函数 f 在 [a, b]上无界, ∃ i0 使得函数 f 在 [xi0−1, xi0 ]上必无界. 从

而 ∃ ξi0 ∈ [xi0−1, xi0 ]使得不等式

| f (ξi0)∆xi0 | > 1 + |I|+
∣∣∣∣∣ ∑
1≤i ̸=i0≤n

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣
成立.但是由下面计算

1 + |I|+
∣∣∣∣∣ ∑
1≤i ̸=i0≤n

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ < | f (ξi0)∆xi0 |

=

∣∣∣∣∣
[

∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi − I

]
− ∑

1≤i ̸=i0 ̸=n
f (ξi)∆xi + I

∣∣∣∣∣ ≤ 1+ |I|+
∣∣∣∣∣ ∑
1≤i ̸=i0≤n

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣
却推出矛盾! �

注5.3.5. 函数 f 在 [a, b]上有界; f ∈ R([a, b]). 反例就是例5.3.3中的Dirichlet

函数 f (x) = D(x).

§5.3.3 可积的充分条件

给定 [a, b] 上的划分 T: a = x0 < x1 < · · · < xn = b. 回忆下记号

∆i := [xi−1, xi], ∆xi := xi − xi−1, 1 ≤ i ≤ n.

(1) 称 [a, b]上的划分 T̃是 T的加细如果它可以由 T添加一些新的分点而得

到.
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(2) 假设 T̃是 T的加细. 根据定义在区间 [xi−1, xi]内有若干个新增加的分点

xi,j (0 ≤ j ≤ ni):

xi−1 = xi,0 < xi,1 < · · · < xi,ni = xi

并记 ∆i,j := [xi,j−1, xi,j]和 ∆xi,j := xi,j − xi,j−1.观察到

∑
0≤j≤ni

∆xi,j = ∆xi = xi − xi−1.

(3) 给定 [a, b]上两个划分 T′ 和 T′′,存在 [a, b]上的划分 T̃ 使得它分别是 T′

和 T′′的加细,

T̃ = T′ ∪ T′′,

即取划分 T′和 T′′的所有点 (注意:有可能 T′和 T′′部分分点是重合的).

(4) 定义函数 f 在 ∆i 上的振幅如下:

ω( f ; ∆i) := sup
x′ ,x′′∈∆i

| f (x′)− f (x′′)|. (5.3.7)

定理5.3.6. 如果函数 f 在 [a, b]上有界且满足下列条件(
∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ [a, b]上的划分 T只要满足 ||T|| < δ有不等式

∑1≤i≤n ω( f ; ∆i)∆xi < ϵ

)
,

则 f ∈ R([a, b]).

证:根据Cauchy判别法则得到

lim
||T||→0

∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi存在 ⇔
(

∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ ||T′|| < δ和 ||T′′|| < δ有

|σ( f ; T′, ξ′)− σ( f ; T′′, ξ′′)| < ϵ

)
.

(1)设 T是 [a, b]的划分且 T̃是 T的加细,则得到

|σ( f ; T̃, ξ̃)− σ( f ; T, ξ)| =

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤ni

f (ξi,j)∆xi,j − ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤ni

[ f (ξi,j)− f (ξi)]∆xi,j

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤≤n

∑
1≤j≤ni

| f (ξi,j)− f (ξi)|∆xi,j

≤ ∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤ni

ω( f ; ∆i)∆xi,j = ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi,

这里 ξi,j ∈ ∆i,j和 ξi ∈ ∆i.

∀ ϵ > 0 ∃δ > 0使得不等式

|σ( f ; T̃, ξ̃)− σ( f ; T, ξ)| < ϵ

2
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对 [a, b]上的任意带点划分 (T, ξ)和 (T, ξ)的任意带点加细 (T̃, ξ̃)都成立.

(2)对任意 [a, b]上的带点划分 (T′, ξ′)和 (T′′, ξ′′)只要满足条件 ||T′|| < δ

和 ||T′′|| < δ根据 (1)就有

|σ( f ; T̃, ξ̃)− σ( f ; T′, ξ′)| < ϵ

2
, |σ( f ; T̃, ξ̃)− σ( f ; T′′, ξ′′)| < ϵ

2
,

其中 T̃ = T′ ∪ T′′.所以

|σ( f ; T′, ξ′)− σ( f ; T′′, ξ′′)| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ. �

推论5.3.7. C([a, b]) ( R([a, b]).

证: 给定连续函数 f ∈ C([a, b]). 则根据Cantor定理知道函数 f 在闭区间

[a, b]上一致连续. ∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0使得不等式

ω( f ; ∆) <
ϵ

b − a

对任何满足条件 |∆| < δ的闭子区间 ∆ ⊂ [a, b]都成立. 从而对任意划分 T只

要 ||T|| < δ就有

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi < ∑
1≤i≤n

ϵ

b − a
∆xi =

ϵ

b − a
(b − a) = ϵ. �

推论5.3.8. 如果有界函数 f 在闭区间 [a, b] 上除了有限个点外是连续的, 则

f ∈ R([a, b]).

证: 根据有界性得到 ω( f ; [a, b]) ≤ C < +∞. 假设函数 f 有 k个不连续点

y1, · · · , yk ∈ [a, b].下面我们将证明(
∀ ϵ > 0 ∃ δ > 0 ∀ [a, b]的划分 T只要 ||T|| < δ有

∑1≤i≤n ω( f ; ∆i)∆xi < ϵ

)
.

上述断言结合定理5.3.6足可以保证 f ∈ R([a, b]).

对任意给定 ϵ > 0取 δ1 := ϵ/8Ck. 对函数 f 的每个不连续点 yj 构造其

δ1-领域,即 U(yj, δ1) := (yj − δ1, yj + δ1) ∩ [a, b].不失一般性不妨假设

a < y1 < · · · < yk < b

且 ϵ足够小使得 (yj − δ1, yj + δ1) = U(yj, δ1)且互不相交.则

[a, b] \
∪

1≤j≤k

U(yj, δ1)

是 k + 1个互不相交的闭区间 B1, · · · , Bk+1的并;在每个这样的闭区间上函数

f 是连续的从而是一致连续的. ∃ δ2 > 0使得不等式

ω( f ; ∆) <
ϵ

2(b − a)
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对任何满足条件 |∆| < δ2 且包含在某个闭区间 Bj, 1 ≤ j ≤ k + 1,的闭子区间

∆都成立.

取 δ = min{δ1, δ2}.对 [a, b]上满足条件 ||T|| < δ的任何划分 T都有

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi = ∑
∆i∩Uj=∅, ∀ j

ω( f ; ∆i)∆xi + ∑
∆i∩Uj ̸=∅, ∃ j

ω( f ; ∆i)∆xi

<
ϵ

2(b − a) ∑
∆i∩Uj=∅, ∀ j

∆xi + C ∑
∆i∩Uj ̸=∅, ∃ j

∆xi

<
ϵ

2(b − a)
(b − a) + C(δ + 2δ1 + δ)k <

ϵ

2
+ 4kC

ϵ

8kC
= ϵ. �

推论5.3.9. 闭区间 [a, b]上的单调函数 f 一定是可积的.

证: 不失一般性不妨假设 f (b) ̸= f (a). 如果函数 f 单调则 ω( f ; [a, b]) =

| f (b) − f (a)| > 0. ∀ ϵ > 0, ∃ δ = ϵ/| f (b) − f (a)| > 0, ∀ [a, b] 上满足条件

||T|| < δ的任何划分 T都有

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi < δ ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i) = δ ∑
1≤i≤n

| f (xi)− f (xi−1)|

= δ| f (b)− f (a)| = ϵ. �

注5.3.10. 闭区间上的单调函数可能会有可数多个不连续点.比如考察函数

f (x) =

{
1 − 1

2n−1 , 1 − 1
2n−1 ≤ x < 1 − 1

2n , n ≥ 1,

1, x = 1.

定义5.3.11. 假设函数 f : [a, b] → R是定义在闭区间 [a, b]上的有界函数.记

M ≡ M f := sup
[a,b]

f , m ≡ m f := inf
[a,b]

f . (5.3.8)

对 [a, b]上的任意划分 T: a = x0 < x1 < · · · < xn = b,引入记号

Mi := sup
∆i

f , mi := inf
∆i

f , 1 ≤ i ≤ n, (5.3.9)

这里 ∆i = [xi−1, xi].

(1) 函数 f 相对于划分 T的下Darboux和定义为

S( f ; T) := ∑
1≤i≤n

mi∆xi. (5.3.10)

(2) 函数 f 相对于划分 T的上Darboux和定义为

S( f ; T) := ∑
1≤i≤n

Mi∆xi. (5.3.11)
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(3) 观察到如下不等式

m(b − a) ≤ S( f ; T) ≤ σ( f ; T, ξ) ≤ S( f ; T) ≤ M(b − a). (5.3.12)

(4) 断言:

S( f ; T) = inf
ξ

σ( f ; T, ξ), S( f ; T) = sup
ξ

σ( f ; T, ξ). (5.3.13)

证:根据(5.3.12)得到

S( f ; T) ≤ inf
ξ

σ( f ; T, ξ), S( f ; T) ≥ sup
ξ

σ( f ; T, ξ).

给定 ϵ > 0. ∀ i ∈ {1, · · · , n} ∃ ξi ∈ ∆i 满足

Mi < f (ξi) +
ϵ

b − a
.

因此

∑
1≤i≤n

Mi∆xi < ∑
1≤i≤n

[
f (ξi) +

ϵ

b − a

]
∆xi = ∑

1≤i≤n
f (ξi)∆xi + ϵ.

即 S( f ; T) = supξ σ( f ; T, ξ). �

(5) 断言: ∀ [a, b]上的划分 T1和 T2有

S( f ; T1) ≤ S( f ; T2). (5.3.14)

证: 令 T := T1 ∪ T2. 则 T 是 T1 和 T2 的加细. 根据下面要证明的断

言(6)得到

S( f ; T1) ≤ S( f ; T) ≤ S( f ; T) ≤ S( f ; T2). �

(6) 假设划分 T̃是 [a, b]上的划分 T的加细,并记 ∆i1 , · · · , ∆ik 是划分 T的区

间使得它们包含属于划分 T̃而不属于划分 T的点.则

0 ≤ S( f ; T)− S( f ; T̃) ≤ ω( f ; [a, b]) ∑
1≤j≤k

∆xij , (5.3.15)

0 ≤ S( f ; T̃)− S( f ; T) ≤ ω( f ; [a, b]) ∑
1≤j≤k

∆xij . (5.3.16)

证:

S( f ; T)− S( f ; T̃) = ∑
1≤j≤k

Mij ∆xij − ∑
1≤ℓ≤Lij

M(ℓ)
ij

|∆(ℓ)
ij

|
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这里 ∑1≤ℓ≤Lij
∆(ℓ)

ij
= ∆ij 是根据 ∆ij 内 T̃的点进行划分而得到的,而 M(ℓ)

ij

是相应区间 ∆(ℓ)
ij
上的上确界.因此得到

S( f ; T)− S( f ; T̃) = ∑
1≤j≤k

∑
1≤ℓ≤Lij

[
Mij − M(ℓ)

ij

]
|∆(ℓ)

ij
| ≥ 0.

另一方面,有

S( f ; T)− S( f ; T̃) ≤ ∑
1≤j≤k

∑
1≤ℓ≤Lij

ω( f ; [a, b])|∆(ℓ)
ij

| ≤ ω( f ; [a, b]) ∑
1≤j≤k

∆xij .

同理可证第二个不等式. �

(7) 函数 f 的下Darboux积分和上 Darboux积分分别定义为

I := sup
T

S( f ; T), I := inf
T

S( f ; T). (5.3.17)

实际上,在给出定义之前首先要证明 sup和 inf都存在. 引入偏序关系 ≤
如下:

T1 ≤ T2 ⇔ T2是 T1的加细.

则根据(6)得到

T1 ≤ T2 ⇒ S( f ; T1) ≤ S( f ; T2), S( f ; T2) ≤ S( f ; T1).

从(5)和Zorn引理得到 S( f ; T)相对于偏序 ≤是递增有上界而 S( f ; T)相

对于偏序 ≤是递减有下界,从而 I和 I都存在且满足 I ≤ I.

(8) (Darboux定理)

I = lim
||T||→0

S( f ; T), I = lim
||T||→0

S( f ; T). (5.3.18)

证: ∀ ϵ > 0 ∃划分 T1满足 S( f ; T1) < I + ϵ
2 . ∀划分 T, T̃ := T ∪ T1是

T的加细.在(6)中的记号得到

S( f ; T)− (M − m)k||T|| ≤ S( f ; T̃) ≤ S( f ; T1).

当 ||T|| < δ := ϵ/[2(M − m + 1)k] (这里 k依赖于 T1)时,我们得到

I ≤ S( f ; T) ≤ S( f ; T1) + (M − m)k||T||

< S( f ; T1) +
M − m

2(M − m + 1)
ϵ < S( f ; T1) +

ϵ

2
< I + ϵ.

因此 lim||T||→0 S( f ; T) = I. �



§5.3 定积分 223

(9) 有界函数 f : [a, b] → R在 [a, b]上可积⇔ I和 I都存在且 I = I.此时有

I = I = I =
∫ b

a
f (x)dx.

证: ⇒: f ∈ R([a, b])推出 lim||T||→0 σ( f ; T, ξ) = I.根据

S( f ; T) ≤ σ( f ; T, ξ) ≤ S( f ; T)

和(8)得到不等式 I ≤ I ≤ I.另一方面 ∀ ϵ > 0,由(4), ∃ T1, T2使得

σ( f ; T1, ξ) ≤ S( f ; T1) + ϵ, S( f ; T2) ≤ σ( f ; T2, ξ) + ϵ

成立.根据(5)得到

σ( f ; T1, ξ) ≤ S( f ; T1) + ϵ ≤ S( f ; T2) + ϵ ≤ σ( f ; T2, ξ) + 3ϵ.

从而得到 I ≤ I ≤ I ≤ I.

⇐:反之从 S( f ; T) ≤ σ( f ; T, ξ) ≤ S( f ; T)得到 I = I = I. �

(10) f ∈ R([a, b]) ⇔ ∀ ϵ > 0 ∃划分 T满足 S( f ; T)− S( f ; T) < ϵ.

证: f ∈ R([a, b]) ⇔ I = I. �

(11) f ∈ R([a, b]) ⇔ lim||T||→0 ∑1≤i≤n ω( f ; ∆i)∆xi = 0.

证: ⇐:定理5.3.6.

⇒:因为 ω( f ; ∆i) = Mi − mi 所以

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi = S( f ; T)− S( f ; T).

根据(9)或(10),若 f ∈ R([a, b]),则 lim||T||→0 ∑1≤i≤n ω( f ; ∆i)∆xi = 0. �

定理5.3.12. (R([a, b])是向量空间) f , g ∈ R([a, b]) ⇒

(1) f + g ∈ R([a, b]).

(2) α f ∈ R([a, b]), ∀ α ∈ R.

(3) | f | ∈ R([a, b]).

(4) f |[c,d] ∈ R([c, d]), ∀ [c, d] ⊆ [a, b].

(5) f g ∈ R([a, b]).

证: (1)根据定义∫ b

a
( f + g)(x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
( f + g)(ξi)∆xi
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= lim
||T||→0

∑
1≤i≤n

[ f (ξi) + g(ξi)]∆xi =
∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

x
g(x)dx.

(2)根据定义

∫ b

a
(α f )(x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
(α f )(ξi)∆xi

= lim
||T||→0

∑
1≤i≤n

α f (ξi)∆xi = α
∫ b

a
f (x)dx.

(3)根据定义

∫ b

a
| f |(x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
| f |(ξi)∆xi.

由于

∑
1≤i≤n

ω(| f |; ∆i)∆xi ≤ ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi,

利用定理5.3.6得到 | f | ∈ R([a, b]).

(4)因为 [c, d]上任何划分 T̂都可以延拓成 [a, b]上的划分 T,所以 ||T|| ≤
||T̂||.从而得到

∑
T̂

ω( f |[c,d]; ∆i)∆xi ≤ ∑
T

ω( f ; ∆i)∆xi

其中左边是对 T̂的区间求和,而右边是对 T的区间求和.因此 f ∈ R([a, b])推

出 f |[c,d] ∈ R([c, d]).

(5)对任何 f , g ∈ R([a, b])有

f g =
1
4
[( f + g)2 − ( f − g)2].

根据 (1)和 (2)只要证明

f ∈ R([a, b]) ⇒ f 2 ∈ R([a, b]).

因为 f ∈ R([a, b]),所以 | f | ≤ C从而得到

| f 2(x1)− f 2(x2)| = |[ f (x1) + f (x2)][ f (x1)− f (x2)]| ≤ 2C| f (x1)− f (x2)|

和

∑
1≤i≤n

ω( f 2; ∆i)∆xi ≤ 2C ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi

因此 f 2 ∈ R([a, b]). �
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§5.3.4 Lebesgue判别法则:可积的充要条件

定义5.3.13. 集合 E ⊆ R称为测度为零的或零测集(在Lebesgue意义下)如果

∀ ϵ > 0 ∃可数个开区间 (Ik)k≥1使得

E ⊆
∪
k≥1

Ik 和 ∑
k≥1

|Ik| < ϵ

成立.

注5.3.14. (a)单点集和有限集都是零测集.

(b)有限个或可数多个零测集的并也是零测集.

(c)零测集的子集自身也是零测集.

证: (a) ∀ x ∈ R,取 Ik = (x − ϵ/2k, x + ϵ/2k)得到 ∑k≥1 |Ik| = 2ϵ.

(b)假设 E = ∪n≥1En,其中 En是零测集. ∀ ϵ > 0 ∃ (In,k)k≥1满足

En ⊆
∪
k≥1

In,k ∑
k≥1

|In,k| ≤
ϵ

2n .

因此

E ⊆
∪

n,k≥1

In,k ∑
n,k≥1

|In,k| = ∑
n≥1

ϵ

2n = ϵ.

(c)显然. �
(d) Q是零测集.

定义5.3.15. 如果性质/条件/结论对集合 X中的点,可能除了一个零测集外,都

成立,称该性质/条件/结论在 X上几乎处处成立或对 X的几乎每个点都成立.

定理5.3.16. (Lebesgue) f ∈ R([a, b]) ⇔ f 在 [a, b]上有界且几乎处处连续.

例5.3.17. (1)对 [0, 1]上的Riemann函数

R(x) :=


1
q , x = p

q ((p, q) = 1),

1, x = 0, 1,

0, x ∈ (0, 1) \ Q

有 R ∈ R([0, 1])和 ∫ 1

0
R(x)dx = 0.

证: {R的不连续点} = Q ∩ [0, 1]. 根据定理5.3.16,得到 R是可积的. 进一

步∫ 1

0
R(x)dx = sup

T
S(R; T) = sup

T

(
∑

1≤i≤n
inf
ξi

R(ξi)∆xi

)
= sup

T
∑

1≤i≤n
0∆xi = 0.
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(2) f ∈ C([a, b]), φ ∈ R([α, β]), a ≤ φ(t) ≤ b, ∀ t ∈ [α, β] ⇒ f ◦ φ ∈
R([a, b]).

证:因为 f 有界所以 f ◦ φ也有界.令

Dφ := {t ∈ [α, β] : φ t},

D f ◦φ := {t ∈ [α, β] : f ◦ φ t}.

因为 φ在 t连续得到 f ◦ φ在 t也连续,从而 D f ◦φ ⊆ Dφ. 根据注5.3.14, D f ◦φ

是零测集. �
(3) f ∈ R([a, b]), φ ∈ R([α, β]), a ≤ φ(t) ≤ b, ∀ t ∈ [α, β] ; f ◦ φ ∈

R([α, β]).

反例: f (x) = sgn(x), φ(t) = R(t), 0 ≤ t ≤ 1.

f ◦ φ(t) =

{
1, t ∈ [0, 1] ∩ Q,

0, t ∈ [0, 1] \ Q
= D(t)|[0,1]. �

(4) f ∈ R([a, b]), φ ∈ C([α, β]), a ≤ φ(t) ≤ b, ∀ t ∈ [α, β] ; f ◦ φ ∈
R([α, β]).

反例:记 C为Cantor集,则 [0, 1] \ C = ∪n≥1(an, bn).考察函数

f (x) =

{
0, x = 0,

1, 0 < x ≤ 1,
φ(t) =

{
0, t ∈ C,

bn−an
2 − |t − bn+an

2 |, an < t < bn.

则

f ◦ φ(t) =

{
0, t ∈ C,

1, t ∈ [0, 1] \ C.
�

定理5.3.18. (充要条件)假设函数 f 在 [a, b]上有界,则下面断言等价:

(1) f ∈ R([a, b]),

(2) I = I,

(3) ∀ ϵ > 0 ∃ [a, b]上的划分 T满足

S( f ; T)− S( f ; T) < ϵ,

(4) lim||T||→0[S( f ; T)− S( f ; T)] = 0,

(5) ∃ [a, b]上的一组划分 (Tm)m≥1满足

lim
m→∞

[S( f ; Tm)− S( f ; T)m] = 0,

(6) f 在 [a, b]上几乎处处连续,
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(7) ∀ ϵ > 0 ∀ η > 0 ∃ [a, b]上的划分 T满足

∑
ω( f ;∆i)≥ϵ

∆xi < η,

(8) (du Bois-Reymond) ∀ ϵ > 0 ∀ δ > 0 ∀ E ⊂ [a, b]满足条件 ω( f ; E) ≥ ϵ,

∃ I1, · · · , In 使得 E ⊂ ∪1≤k≤n Ik 和 ∑1≤k≤n |Ik| < δ成立.

证:只需证明 (1) ⇔ (7).由于 (1) ⇔ (3),所以只要验证 (3) ⇔ (7).

(3) ⇒ (7): ∀ ϵ > 0 ∀ η > 0 ∃ [a, b]上的划分 T满足

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi < ϵη.

因此

ϵ ∑
ω( f ;∆i)≥ϵ

∆xi ≤ ∑
ω( f ;∆i)≥ϵ

ω( f ; ∆i)∆xi < ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi < ϵη.

即

∑
ω( f ;∆i)≥ϵ

∆xi < η

成立.

(7) ⇒ (3): ∀ ϵ > 0,取 ϵ′ = ϵ/2(b − a) > 0和 η′ = ϵ/2(M − m + 1) > 0.

∃ [a, b]上的划分 T满足

∑
ω( f ;∆i)≥ϵ′

∆xi < η′.

从而

S( f ; T)− S( f ; T) = ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi

= ∑
ω( f ;∆i)≥ϵ′

ω( f ; ∆i)∆xi + ∑
ω( f ;∆i)<ϵ′

ω( f ; ∆i)∆xi

≤ (M − m)η′ + (b − a)ϵ′ <
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ. �

例5.3.19. (1)假设 f ∈ R([0, 1])且∫ 1

0
f (x)dx = I > 0.

证明 ∃闭子区间 [α, β] ⊆ [0, 1]使得对任何点 x ∈ [α, β]都有 f (x) > 1
2 I.

证:否则的话,对任何闭子区间 [α, β] ⊆ [0, 1]存在点 ξ ∈ [α, β]使得 f (ξ) ≤
1
2 I成立.则∫ 1

0
f (x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
f (ξi)∆xi ≤ lim

||T||→0
∑

1≤i≤n

1
2

I∆xi =
1
2

I. �
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(2)假设 f ∈ R([0, 1]) f ≥ 0,且∫ 1

0
f (x)dx = 0.

证明 ∀ ϵ > 0 ∃ [α, β] ⊆ [0, 1]使得对任何点 x ∈ [α, β]都有 f (x) < ϵ.

证:否则的话, ∃ ϵ0 > 0 ∀ [α, β] ⊆ [0, 1] ∃ ξ ∈ [α, β]满足 f (ξ) ≥ ϵ0.则得到

0 =
∫ 1

0
f (x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
f (ξi)∆xi ≥ lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
ϵ0∆xi = ϵ0 > 0. �

(3) f ∈ R([a, b])且 | f | ≥ C > 0 ⇒ 1
f ∈ R([a, b]).

§5.4 定积分的基本性质

这节主要来证明积分中值定理和微积分基本定理, 最后一个定理的直接

推论就是众所周知的Newton-Leibniz公式. 另一方面, Newton-Leibniz公式

可以看成高维版本的 Stokes公式的一维表现. 具体细节要在微分流形课上给

出.

§5.4.1 基本性质

定理5.4.1. (线性) f , g ∈ R([a, b]), α, β ∈ R ⇒ α f + βg ∈ R([a, b])且∫ b

a
[α f (x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a
f (x)dx + β

∫ b

a
g(x)dx. (5.4.1)

定理5.4.2. (可加性) f ∈ R([a, b]), 任意 c ∈ [a, b] ⇒ f |[a,c] ∈ R([a, c]), f |[c,b] ∈
R([c, b]),且 ∫ b

a
f (x)d f x =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx. (5.4.2)

证:结论 f |[a,c] ∈ R([a, c])和 f |[c,b] ∈ R([c, b])已证明.令 M = sup[a,b] f 和

m = inf[a,b] f . ∀ ϵ > 0 ∃ δk > 0 ∀划分 Tk 满足 ||Tk|| < δk, 1 ≤ k ≤ 2,有∣∣∣∣∣∑Tk

f (ξi)∆xi − Ik

∣∣∣∣∣ < ϵ,

这里

I1 =
∫ c

a
f (x)dx, I2 =

∫ b

c
f (x)dx.

给定 [a, b]上任意划分 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b且满足条件 ||T|| < δ

:= min{δ1, δ2, ϵ/(M − m)}.如果 c = xi,则 T = T1 ∪ T2,这里

T1 : a = x0 < · · · < xi = c, T2 : c = xi < xi+1 < · · · < xn = b.
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因此

∑
T

f (ξi)∆xi = ∑
T1

f (ξi)∆xi + ∑
T2

f (ξi)∆xi.

如果 c ∈ (xi−1, xi),则

∑
T

f (ξ j)∆xj = ∑
j<i

f (ξ j)∆xj + ∑
j>i

f (ξ j)∆xj + f (ξi)(xi − xi−1).

不失一般性不妨假设 xi−1 < ξi ≤ c < xi.此时

∑
T

f (ξ j)∆xj = ∑
j<i

f (ξ j)∆xj + f (ξi)(c − xi−1) + ∑
j>i

f (ξ j)∆xj + f (c)(xi − c)

+ [ f (ξi)− f (c)](xi − c)

:= ∑
T1

f (ξ j)∆xj + ∑
T2

f (ξ j)∆j + [ f (ξi)− f (c)](xi − c).

综上所述,我们总有∣∣∣∣∣∑T f (ξi)∆xi − (I1 + I2)

∣∣∣∣∣ ≤ 2ϵ + (M − m)||T|| < 3ϵ. �

定理5.4.3. (单调性) f , g ∈ R([a, b])且在 [a, b]上满足不等式 f ≤ g ⇒∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx. (5.4.3)

特别地

0 ≤ g ∈ R([a, b]) ⇒
∫ b

a
f (x)dx ≥ 0. (5.4.4)

证:根据假设条件得到

∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi ≤ ∑
1≤i≤n

g(ξi)∆xi. �

定理5.4.4. f ∈ R([a, b]) ⇒ | f | ∈ R([a, b])∣∣∣∣∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
| f (x)|dx. (5.4.5)

证:根据基本初等不等式得到

∑
1≤i≤n

ω(| f |; ∆i)∆xi ≤ ∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi.

故 | f | ∈ R([a, b]).进一步∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤i≤n

| f (ξi)|∆xi. �
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§5.4.2 积分中值定理

定理5.4.5. (积分第一中值定理)假设 f ∈ R([a, b]), m = inf[a,b] f , M = sup[a,b] f

⇒ ∃ µ ∈ [m, M] ∫ b

a
f (x)dx = µ(b − a). (5.4.6)

特别地

f ∈ C([a, b]) ⇒
∫ b

a
f (x)dx = f (ξ)(b − a), ∃ ξ ∈ [a, b]. (5.4.7)

证:根据题意得到

m ≤ f ≤ M ⇒ m(b − a) ≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ M(b − a),

所以

m ≤ µ :=
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤ M.

如果 f ∈ C([a, b]),则 f ∈ R([a, b])且根据连续函数的介值定理 ∃ ξ ∈ [a, b]满

足 µ = f (ξ). �

定理5.4.6. (广义积分第一中值定理)假设 f , g ∈ R([a, b]), m = inf[a,b] f , M =

sup[a,b] f ,在 [a, b]上恒有 g ≥ 0或者恒有 ≤ 0 ⇒
∫ b

a
f (x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx, ∃ µ ∈ [m, M]. (5.4.8)

特别地如果 f ∈ C([a, b])则∫ b

a
f (x)g(x)dx = f (ξ)

∫ b

a
g(x)dx, ∃ ξ ∈ [a, b]. (5.4.9)

证: 不失一般性不妨假设在 [a, b]上恒有 g ≥ 0. 如果
∫ b

a g(x)dx ̸= 0,从不

等式

mg(x) ≤ f (x)g(x) ≤ Mg(x)

得到

m ≤ µ :=

∫ b
a f (x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx
≤ M.

如果
∫ b

a g(x)dx = 0,则显然有
∫ b

a f (x)dx = 0. �

给定两组有限数列 a1, · · · , an 和 b1, · · · , bn引入如下的Abel变换:

∑
1≤i≤n

aibi = ∑
1≤i≤n

(Ai − Ai−1)bi = ∑
1≤i≤n

Aibi − ∑
0≤i≤n−1

Aibi+1

= Anbn − A0b1 + ∑
1≤i≤n−1

Ai(bi − bi+1) = ∑
1≤i≤n−1

Ai(bi − bi+1) + Anbn,
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这里 Ak := ∑1≤i≤k ai 且 A0 := 0.当

m ≤ Ak ≤ M (1 ≤ k ≤ n), bi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n)且 bi ≥ bi+1 (1 ≤ i ≤ n − 1),

此时必有不等式

mb1 ≤ ∑
1≤i≤n

aibi ≤ Mb1. (5.4.10)

引理5.4.7. f ∈ R([a, b]) ⇒ ∀ x ∈ [a, b],有

F(x) :=
∫ x

a
f (t)dt ∈ C([a, b]). (5.4.11)

证: 首先得到 | f | ∈ R([a, b]. ∀ x ∈ [a, b],有 f |[a,x] ∈ R([a, x]). ∀ x, x + h ∈
[a, b]得到

|F(x + h)− F(x)| =
∣∣∣∣∫ x+h

x
f (t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x+h

x
| f (t)|dt

∣∣∣∣ ≤ M|h|,

这里 M = sup[a,b] | f |.故函数 F连续. �

定理5.4.8. (积分第二中值定理)假设 f , g ∈ R([a, b])且 g ≥ 0.

(1) g单调递减⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a
f (x)dx. (5.4.12)

(2) g单调递增⇒ ∃ η ∈ [a, b]满足∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(b)

∫ b

η
f (x)dx. (5.4.13)

证: (1)任取 [a, b]的划分 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b. 根据定理5.4.2

得到 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = ∑

1≤i≤n

∫ xi

xi−1

f (x)g(x)dx

= ∑
1≤i≤n

g(xi−1)
∫ xi

xi−1

f (x)dx + ∑
1≤i≤n

∫ xi

xi−1

[g(x)− g(xi−1)] f (x)dx.

由于 f ∈ R([a, b])则存在某个正常数 C满足 sup[a,b] | f | ≤ C从而得到∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

∫ xi

xi−1

[g(x)− g(xi−1)] f (x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
1≤i≤n

∫ xi

xi−1

|g(x)− g(xi−1)|| f (x)|dx

≤ C ∑
1≤i≤n

∫ xi

xi−1

|g(x)− g(xi−1)|dx ≤ C ∑
1≤i≤n

ω(g; ∆i)∆xi.

但是 g ∈ R([a, b])所以必有

lim
||T||→0

∑
1≤i≤n

ω(g; ∆i)∆xi = 0,
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从而导致 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
g(xi−1)

∫ xi

xi−1

f (x)dx.

引入函数

F(x) :=
∫ x

a
f (t)dt.

根据引理5.4.7,可知 F ∈ C([a, b])且 F(a) = 0.定义

mF := min
[a,b]

F MF := max
[a,b]

F.

利用 Abel变换得到

∑
1≤i≤n

g(xi−1)
∫ xi

xi−1

f (x)dx = ∑
1≤i≤n

g(xi−1)[F(xi)− F(xi−1)]

= ∑
1≤i≤n−1

Ai(bi − bi+1) + Anbn

这里

ai := F(xi)− F(xi−1), bi := g(xi−1) ≥ 0, Ak := ∑
1≤i≤k

ai = F(xk).

故得到

mFg(a) ≤ ∑
1≤i≤n

g(xi−1)
∫ xi

xi−1

f (x)dx ≤ MFg(a)

和

mFg(a) ≤
∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ MFg(a).

如果 g(a) = 0,则 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = 0.

如果 g(a) > 0,则

mF ≤ 1
g(a)

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ MF.

根据 F的连续性, ∃ ξ ∈ [a, b]满足

1
g(a)

∫ b

a
f (x)g(x)dx = F(ξ) =

∫ ξ

a
f (x)dx.

(2)若 g ≥ 0且递增,和 (1)类似地,可得到∫ b

a
f (x)g(x)dx = ∑

1≤i≤n

∫ xi

xi−1

g(x) f (x)dx

= ∑
1≤i≤n

g(xi)
∫ xi

xi−1

f (x)dx + ∑
1≤i≤n

∫ xi

xi−1

[g(x)− g(xi)] f (x)dx.
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则 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
g(xi)

∫ xi

xi−1

f (x)dx.

令

F̃(x) :=
∫ b

x
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt − F(x).

从而 F̃ ∈ C([a, b])且 F̃(b) = 0.定义

mF̃ := min
[a,b]

F̃, MF̃ := max
[a,b]

F̃.

得到

∑
1≤i≤n

g(xi)
∫ xi

xi−1

f (x)dx = ∑
1≤i≤n

g(xi)[F̃(xi−1)− F̃(xi)]

= ∑
1≤i≤n−1

Ai[bi+1 − bi] + A0b1

其中

ai := F̃(xi−1)− F̃(xi), bi := g(xi) ≥ 0, Ak := ∑
k+1≤i≤n

ai − F̃(xk).

因此

mF̃bn ≤ ∑
1≤i≤n

g(xi)
∫ xi

xi−1

f (x)dx ≤ MF̃bn

和

mF̃g(b) ≤
∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ MF̃g(b).

如果 g(b) = 0,则 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = 0.

如果 g(b) > 0,则

mF̃ ≤ 1
g(b)

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ MF̃.

从而 ∃ η ∈ [a, b]满足

∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(b)

∫ b

η
f (x)dx. �

定理5.4.9. (广义积分第二中值定理) f , g ∈ R([a, b])且 g在 [a, b]上单调

⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足

∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a
f (x)dx + g(b)

∫ b

ξ
f (x)dx. (5.4.14)
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证: (1)假设 g在 [a, b]上递增.令 G(x) := g(b)− g(x).则在 [a, b]上 G ≥ 0,

递减且可积.根据定理5.4.8, ∃ ξ ∈ [a, b]满足∫ b

a
G(x) f (x)dx = G(a)

∫ ξ

a
f (x)dx.

另一方面 ∫ b

a
f (x)G(x)dx = g(b)

∫ b

a
f (x)dx −

∫ b

a
f (x)g(x)dx,

G(a)
∫ ξ

a
f (x)dx = g(b)

∫ ξ

a
f (x)dx − g(a)

∫ ξ

a
f (x)dx,

从而得到 (5.4.14).

(2)如果 g在 [a, b]上递减,考虑函数 G̃(x) := g(x)− g(b). �

例5.4.10. (1)任意 β ≥ 0和 b > a > 0证明∣∣∣∣∫ b

a
e−βx sin x

x
dx
∣∣∣∣ ≤ 2

a
.

证:根据定理5.4.8得到∫ b

a
e−βx sin x

x
dx =

∫ b

a

e−βx

x
sin xdx =

e−aβ

a

∫ ξ

a
sin xdx.

因此 ∣∣∣∣∫ b

a
e−βx sin x

x
dx
∣∣∣∣ ≤ 2

aeβa ≤ 2
a

. �

(2) f ∈ R([a, b]) ⇒ ∃ ξ ∈ [a, b]满足∫ ξ

a
f (x)dx =

∫ b

ξ
f (x)dx.

证:定义函数

g(x) :=


−1, x = a,

0, a < x < b,

1, x = b.

因为 g的不连续点集是 {a, b}且 g单调递增,所以 g ∈ R([a, b]).根据定理5.4.9,

∃ ξ ∈ [a, b]满足

0 =
∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a
f (x)dx + g(b)

∫ b

ξ
f (x)dx. �

(3)假设 f ∈ C([a, b])且∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
x f (x)dx = 0.

证明存在 x1, x2 ∈ (a, b)使得 f (x1) = f (x2) = 0成立.
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证:因为函数 f (x)在 [a, b]上的积分为 0,故存在 x0 ∈ (a, b)使得 f (x0) = 0

成立. 否则的话, 在整个区间上 f > 0 或者 f < 0. 利用函数的连续性得到

f ≥ min[a,b] f > 0或者 f ≤ max[a,b] f < 0从而 [a, b]上 f (x)的积分 < 0或者

> 0,矛盾. 假设 f (x)只有一个零点 x0 ∈ (a, b). 根据函数连续性和积分为零,

不妨假设 f (x)在区间 [a, x0]上非负而在 [x0, b]上非正.根据前面所证必有∫ x0

a
f (x)dx = −

∫ b

x0

f (x)dx ̸= 0.

根据定理5.4.6得到

0 =
∫ b

a
x f (x)dx =

∫ x0

a
x f (x)dx +

∫ b

x0

x f (x)dx

= ξ1

∫ x0

a
f (x)dx + ξ2

∫ b

x0

f (x)dx (∃ a ≤ ξ1 ≤ x0 ≤ ξ2 ≤ b)

= (ξ1 − ξ2)
∫ x0

a
f (x)dx ̸= 0.

这是因为 ξ1 ̸= x0 且 ξ2 ̸= x0. 因为函数 (x0 − x) f (x), x ∈ [a, x0],是非负且不

恒为零,所以

0 <
∫ x0

a
(x0 − x) f (x)dx = x0

∫ x0

a
f (x)dx −

∫ x0

a
x f (x)dx.

所以 ξ1 ̸= x0.同理可证 ξ2 ̸= x0. �
(4) a > 0且 f ∈ C1([0, a]) ⇒

| f (0)| ≤ 1
a

∫ a

0
| f (x)|dx +

∫ a

0
| f ′(x)|dx.

证:根据定理5.4.5得到∫ a

0
f (x)dx = f (ζ)a (∃ 0 ≤ ζ ≤ a), f (ζ)− f (0) =

∫ ζ

0
f ′(x)dx.

因此

| f (0)| ≤ | f (ζ)|+
∫ ζ

0
| f ′(x)|dx

≤
∣∣∣∣1a
∫ a

0
f (x)dx

∣∣∣∣+ ∫ a

0
| f ′(x)|dx

≤ 1
a

∫ a

0
| f (x)|dx +

∫ a

0
| f ′(x)|dx. �

(5)假设 f ∈ D([0, 1])且

f (1) = 2
∫ 1

2

0
x f (x)dx.

证明

f ′(ζ) = − f (ζ)
ζ

, ∃ ζ ∈ (0, 1).
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证: ∃ η ∈ [0, 1
2 ]满足

f (1) = 2
∫ 1

2

0
x f (x)dx = 2η f (η)

1
2
= η f (η).

定义函数

F(x) := x f (x), η ≤ x ≤ 1.

因为 F ∈ C([η, 1]) ∩ D((η, 1))且 F(η) = F(1),则存在 ζ ∈ (η, 1) ⊆ (0, 1)满足

0 = F′(ζ) = ζ f ′(ζ) + f (ζ). �
(6) (Jacobson, 1982) f ∈ C([a, x]) ⇒ ∃ cx ∈ (a, x)满足∫ x

a
f (t)dt = f (cx)(x − a).

进一步,如果 f 在 a处可导且 f ′(a) ̸= 0,则

lim
x→a+

cx − a
x − a

=
1
2

.

证:根据定理5.4.5得到 cx 的存在性.定义

I := lim
x→a+

1
(x − a)2

[∫ x

a
f (t)dt − x f (a) + a f (a)

]
.

首先利用L’Hospital法则得到

I = lim
x→a+

f (x)− f (a)
2(x − a)

=
1
2

f ′(a).

另一方面

I = lim
x→a+

f (cx)(x − a)− f (a)(x − a)
(x − a)2 = f ′(a) lim

x→a+

cx − a
x − a

.

由于 f ′(a) ̸= 0,结论得证. �
(7) f ∈ D2([a, b]) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

f ′′(ξ) =
25

(b − a)3

∫ b

a

[
f (x)− f

(
a + b

2

)]
dx.

证:利用Taylor公式展开得到

f (x)− f
(

a + b
2

)
= f ′

(
a + b

2

)(
x − a + b

2

)
+

f ′′(ηx)

2

(
x − a + b

2

)2
.

两边积分得到

∫ b

a

[
f (x)− f

(
a + b

2

)]
dx =

1
2

∫ b

a

(
x − a + b

2

)2
f ′′(ηx)dx.
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根据定理5.4.4可知存在 ξ ∈ (a, b)满足

∫ b

a

(
x − a + b

2

)2
f ′′(ξx)dx = f ′′(η)

∫ b

a

(
x − a + b

2

)2
dx.

故 ∫ b

a

[
f (x)− f

(
a + b

2

)]
dx =

1
2

f ′′(η)
2
3

(
b − a

2

)3
=

f ′′(ξ)
24

(b − a)3. �

(8)假设 f ∈ C([0, 1])且在 [a, b]上 f > 0 ⇒ ∀ n ≥ 1 ∃ ξn满足

1
n

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ ξn

0
f (x)dx +

∫ 1

1−ξn
f (x)dx,

lim
n→∞

nξn =
1

f (0) + f (1)

∫ 1

0
f (x)dx.

证:令

F(x) :=
∫ x

0
f (t)dt +

∫ 1

1−x
f (t)dt ∈ C([0, 1]).

注意到

F(0) = 0, F(1) = 2
∫ 1

0
f (t)dt.

因为

F(0) = 0 <
1
n

∫ 1

0
f (t)dt < 2

∫ 1

0
f (t)dt = F(1),

根据连续函数的介值性可知存在 ξn ∈ (0, 1)满足

1
n

∫ 1

0
f (t)dt = F(ξn) =

∫ ξn

0
f (t)dt +

∫ 1

1−ξn
f (t)dt

= f (η′
n)ξn + ξn f (η′′

n )

这里 0 ≤ η′ ≤ ξn 1 − ξn ≤ η′′
n ≤ 1.因此

lim
n→∞

nξn = lim
n→∞

1
f (η′

n) + f (η′′
n )

∫ 1

0
f (t)dt =

1
f (0) + f (1)

∫ 1

0
f (t)dt

这是因为 ξn → 0. �
(9)证明

lim
n→∞

∫ n+3

n
x sin

1
x

dx = 3.

证: ∃ ξn ∈ [n, n + 3]满足∫ n+3

n
x sin

1
x

dx = 3ξn sin
1
ξn

.

因此

lim
n→∞

∫ n+3

n
x sin

1
x

dx = 3 lim
n→∞

sin 1
ξn

1
ξn

= 3. �
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(10)假设 f ∈ C([0, 1])且∫ x

0
f (t)dt ≥ f (x) ≥ 0 ∀ x ∈ [0, 1].

证明 f ≡ 0.

证:定义函数

F(x) :=
∫ x

0
f (t)dt.

则可知 F(0) = 0, F ≥ 0且 F ∈ D([0, 1]).从不等式

F′(x) = f (x) ≤
∫ x

0
f (t)dt = F(x)

得到
d

dx
(
e−xF(x)

)
= e−x (−F(x) + F′(x)

)
≤ 0.

故 e−xF(x) ≤ 0,即 F(x) ≤ 0所以 F ≡ 0.再次利用不等式得到 f ≡ 0. �

例5.4.11. (1)(Cauchy-Schwarz不等式) f , g ∈ R([a, b]) ⇒[∫ b

a
f (x)g(x)dx

]2

≤
[∫ b

a
f 2(x)dx

] [∫ b

a
g2(x)dx

]
. (5.4.15)

证: ∀ [a, b]的划分 T得到(
∑

1≤i≤n
f (ξi)g(ξi)∆xi

)2

=

(
∑

1≤i≤n
f (ξi)

√
∆xi · g(ξi)

√
∆xi

)2

≤
(

∑
1≤i≤n

f 2(ξi)∆xi

)(
∑

1≤i≤n
g2(ξi)∆xi

)
.

令 ||T|| → 0得到不等式. �
(2) f ∈ R([a, b]) ⇒[∫ b

a
f (x)dx

]2

≤ (b − a)
∫ b

a
f 2(x)dx.

(3) f ∈ R([a, b])且 f ≥ m > 0 ⇒∫ b

a
f (x)dx ·

∫ b

a

dx
f (x)

≥ (b − a)2.

(4) (Minkowski不等式) f , g ∈ R([a, b]) ⇒[∫ b

a
( f (x) + g(x))2dx

]1/2

≤
[∫ b

a
f 2(x)dx

]1/2

+

[∫ b

a
g2(x)dx

]1/2

. (5.4.16)

证:利用 (5.4.15). �
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(5) (Hölder不等式) f , g ∈ R([a, b]), p, q > 1,且 1
p + 1

q = 1 ⇒

∣∣∣∣∫ b

a
f (x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a
| f (x)|pdx

)1/p (∫ b

a
|g(x)|qdx

)1/q

. (5.4.17)

(6) (Minkowski不等式) f , g ∈ R([a, b])且 p ≥ 1 ⇒(∫ b

a
| f (x) + |g(x)|pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
| f (x)|pdx

) 1
p

+

(∫ b

a
|g(x)|pdx

) 1
p

. (5.4.18)

如果 0 < p < 1则不等式反号.

(7) (Jensen 不等式) 假设函数 f 在 (−∞,+∞) 上连续且凸的, 且 φ ∈
C((−∞,+∞)) ⇒

f
(

1
c

∫ c

0
φ(t)dt

)
≤ 1

c

∫ c

0
f (φ(t))dt. (5.4.19)

证: ∀ [0, c]上的划分 T得到

f

(
1
c ∑

1≤i≤n
φ(ξi)∆xi

)
≤ ∑

1≤i≤n

∆xi
c

f (φ(ξi)).

令 ||T|| → 0得到不等式. �
(8) (Hadamard不等式) f ∈ C([a, b])且在 [a, b]上是凸的 ⇒ ∀ a ≤ x1 <

x2 ≤ b,

f
(

x1 + x2

2

)
≤ 1

x1 − x2

∫ x2

x1

f (t)dt ≤ f (x1) + f (x2)

2
. (5.4.20)

证:令 t := x1 + λ(x2 − x1), 0 ≤ λ ≤ 1 ⇒

1
x2 − x1

∫ x2

x1

f (t)dt =
∫ 1

0
F(λ)dλ, F(λ) := f [x1 + λ(x2 − x1)].

∀ λ1, λ2 ∈ [0, 1]和 0 ≤ a1, a2 ≤ 1且满足 a1 + a2 = 1 ⇒

F(a1λ1 + a2λ2) = f [x1 + (a1λ1 + a2λ2)(x2 − x1)]

= f (a1(x1 + λ1(x2 − x1)) + a2(x1 + λ2(x2 − x1))) ≤ a1F(λ1) + a2F(λ2).

故 F也是凸的.因此根据(7)得到

f
(

x1 + x2

2

)
= F

(
1
2

)
= F

(∫ 1

0
λdλ

)
≤
∫ 2

0
F(λ)dλ =

1
x2 − x1

∫ x2

x1

f (t)dt.

另一方面

1
x2 − x1

∫ x2

x1

f (t)dt ≤
∫ 1

0
[(1 − λ) f (x1) + λ f (x2)]dλ =

f (x1) + f (x2)

2
. �
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§5.4.3 微积分基本定理

首先回顾下面定义.

定义5.4.12. f ∈ R([a, b]) ⇒ ∀ x ∈ [a, b], f |[a,x] ∈ R([a, x]).定义

F(x) :=
∫ x

a
f (t)dt, x ∈ [a, b]. (5.4.21)

称为函数 f 的变上限积分.根据引理5.4.7可知 F在 [a, b]上连续.

定理5.4.13. (微积分基本定理) f ∈ R([a, b])且 f 在 x0 ∈ [a, b]处连续⇒ F在

x0处可导且

F′(x0) = f (x0).

证:如果 f ∈ C([a, b])则利用积分第一中值定理得到

F(x0 + ∆x)− F(x0) =
∫ x0+∆x

x0

f (t)dt = f (ξ)∆x.

但是现在 f 只假设在 x0 处连续,上述方法不能用. ∀ ϵ > 0,根据函数 f 在 x0

处连续, ∃ δ > 0使得 | f (x)− f (x0)| < ϵ对任意 |x − x0| < δ和 x ∈ [a, b]都成

立.故∣∣∣∣ F(x)− F(x0)

x − x0
− f (x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
x − x0

[∫ x

a
f (t)dt −

∫ x0

a
f (t)dt

]
− f (x0)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
x − x0

[∫ x

x0

f (t)dt −
∫ x

x0

f (x0)dt
]∣∣∣∣ <

ϵ

|x − x0|

∣∣∣∣∫ x

x0

dt
∣∣∣∣ = ϵ. �

推论5.4.14. f ∈ C([a, b]) ⇒ F′(x) = f (x), ∀ x ∈ [a, b].即(∫ x

a
f (t)dt

)′
= f (x). (5.4.22)

推论5.4.15. f ∈ C([a, b]), α, β ∈ D([c, d]),且 a ≤ α(x), β(x) ≤ b ⇒(∫ β(x)

α(x)
f (t)dt

)′
= f (β(x))β′(x)− f (α(x))α′(x). (5.4.23)

证:这是因为(∫ β(x)

α(x)
f (t)dt

)′
=

(∫ β(x)

a
f (t)dt

)′
−
(∫ α(x)

a
f (t)dt

)′

=
d

dx
[F(β(x))− F(α(x))] = F′(β(x))β′(x)− F′(α(x))α′(x)

= f (β(x))β′(x)− f (α(x))α′(x). �
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例5.4.16. (1)计算

lim
x→0+

1
x3

∫ x2

0
sin

√
tdt.

解:

lim
x→0+

1
3x2

(∫ x2

0
sin

√
tdt

)′

= lim
x→0+

2x · sin x
3x2 =

2
3

.

(2)寻找 a, b > 0使得下列极限存在

lim
x→0

1
bx − sin x

∫ x

0

t2dt√
a + t

= 1.

解:积分第一中值定理告诉我们∫ x

0

t2dt√
a + t

=
ξ2

√
a + ξ

x, ξ ∈ [0, x].

故

lim
x→0

1
x3

∫ x

0

t2dt√
a + t

= lim
x→0

x2

3x2
√

a + x
=

1
3
√

a
> 0.

另一方面

sin x
x

=
1
x

(
x − x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)
= 1 − x2

6
+ o(x4).

从而得到

1
bx − sin x

∫ x

0

t2dt√
a + t

=
x3

bx − sin x
· 1

x3

∫ x

0

t2dt√
a + t

=
x2

b − sin x
x

· 1
x3

∫ x

0

t2dt√
a + t

.

所以必须有

b − 1 = 0 且
6

3
√

a
= 1 ⇒ (a, b) = (4, 1). �

(3) f ∈ R([a, b])且在 [a, b]上 f > 0 ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

∫ ξ

a
f (x)dx =

∫ b

ξ
f (x)dx =

1
2

f (x)dx.

证:定义

F(x) :=
∫ x

a
f (t)dt −

∫ b

x
f (t)dt ∈ C([a, b]).

则

F(a) = −
∫ b

a
f (t)dt < 0, F(b) =

∫ b

a
f (t)dt > 0.
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∃ ξ ∈ (a, b)满足

0 = F(ξ) =
∫ ξ

a
f (x)dx −

∫ b

ξ
f (x)dx =

1
2

∫ b

a
f (x)dx. �

(4) f ∈ C([0, 1]) ⇒ ∃ ξ ∈ (0, 1)满足

ξ f (ξ) =
∫ 1

ξ
f (x)dx.

证:定义

F(x) := x
∫ 1

x
f (t)dt, x ∈ [0, 1].

则

F(0) = 0 = F(1) ⇒ 0 = F′(ξ) =
∫ 1

ξ
f (x)dx − ξ f (ξ). �

(5) f ∈ C([a, b])且 0 =
∫ b

a f (x)dx ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足∫ ξ

a
f (x)dx = f (ξ).

证:定义

F(x) := e−x
∫ x

a
f (t)dt.

则

F(a) = 0 = F(b) ⇒ 0 = F′(ξ) = e−ξ

[
f (ξ)−

∫ ξ

a
f (t)dt

]
. �

(6) f ∈ C([a, b]), a > 0且 0 =
∫ b

a f (x)dx ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

ξ f (ξ) =
∫ ξ

a
f (x)dx.

证:定义

F(x) :=
1
x

∫ x

a
f (t)dt ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)).

则

F(a) = 0 = F(b) ⇒ 0 = F′(ξ) =
1
ξ2

[
ξ f (ξ)−

∫ ξ

a
f (t)dt

]
. �

(7) f ∈ C([a, b]), g ∈ C([a, b]) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

g(ξ)
∫ ξ

a
f (x)dx = f (ξ)

∫ b

ξ
g(x)dx.

证:定义

F(x) :=
∫ x

a
f (t)dt ·

∫ b

x
g(t)dt.

则

F(a) = 0 = F(b) ⇒ 0 = F′(ξ) (∃ ξ ∈ [a, b]).
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但是

F′(x) = f (x)
∫ b

x
g(t)dt +

∫ x

a
f (t)dt(−g(x)). �

(8) f , g ∈ C([a, b])且在 [a, b]上 f , g > 0 ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

f (ξ)∫ ξ
a f (x)dx

− g(ξ)∫ b
ξ g(x)dx

= 1.

证:这等价于证明

0 = f (ξ)
∫ b

ξ
g(x)dx − g(ξ)

∫ ξ

a
f (x)dx −

∫ ξ

a
f (x)dx

∫ b

ξ
g(x)dx.

定义

F(x) := e−x
∫ x

a
f (t)dt

∫ b

x
g(t)dt.

则

F(a) = 0 = F(b) ⇒ 0 = F′(ξ). �

(9) f φ, gφ ∈ C([a, b])且在 (a, b)内 φ ̸= 0 ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足

g(ξ)
∫ b

a
f (x)φ(x)dx = f (ξ)

∫ b

a
g(x)φ(x)dx.

证:定义

F(x) :=
[∫ b

a
f (t)φ(t)dt

] ∫ x

a
g(t)φ(t)dt −

[∫ b

a
g(t)φ(t)dt

] ∫ x

a
f (t)φ(t)dt.

则

F(a) = 0 = F(b) ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b)满足 0 = F′(ξ). �

(10)一般求极限和求积分不能相交换:

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x)dx ̸=

∫ b

a
lim

n→∞
fn(x)dx, fn ∈ R([a, b]).

反例:考察函数

fn(x) :=


n, 0 < x ≤ 1

n ,

0, x = 0,

0, 1
n < x ≤ 1.

则

lim
n→∞

fn(x) = 0,
∫ 1

0
fn(x)dx = 1. �

(11) f ∈ C([−1, 1]), f 在 x = 0处可导, f (0) = 0,且 f ′(0) ̸= 0 ⇒求

I := lim
x→0+

∫ x
0 (x2 − t2) f (t)dt∫ x
0 t f (x2 − t2)dt

.



244 第五章 积分理论

证:做变量替换 u := x2 − t2或 x =
√

u + t2得到

∫ x

0
t f (x2 − t2)dt =

1
2

∫ x2

0
f (u)du.

所以

I = lim
x→0+

∫ x
0 (x2 − t2) f (t)dt

1
2

∫ x2

0 f (t)dt
= lim

x→0+

∫ x
0 2x f (t)dt

x f (x2)
= lim

x→0+

2
f (x2)

∫ x

0
f (t)dt

= 2 lim
x→0+

∫ x
0 f (t)dt

x2 · 1
f (x2)− f (0)

x2

=
1

f ′(0)
lim

x→0+

2
∫ x

0 f (t)dt
x2

=
1

f ′(0)
lim

x→0+

f (x)
x

=
1

f ′(0)
lim

x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

=
f ′(0)
f ′(0)

= 1. �

(12) f ≥ 0, f ∈ C([0, 1])且

f 2(x) ≤ 1 + 2
∫ x

0
f (t)dt.

证明

f (x) ≤ 1 + x.

证:令

G(x) :=
∫ x

0
f (t)dt.

则

[G′(x)]2 = f 2(x) ≤ 1 + 2G(x) ⇒ 0 ≤ G′(x)√
1 + 2G(x)

≤ 1.

两边积分得到

0 ≤
∫ x

0

2dG(t)√
1 + 2G(t)

≤ 2x ⇒
√

1 + 2G(x)− 1 ≤ 2x.

即 f (x) ≤ 1 + x. �
(13) f ∈ C([0, 1]) ∩ D((0, 1)), f (0) = f ( 1

4 ) = 0,且

∫ 3
4

1
4

f (y)dy =
1
2

f (1).

证明 ∃ ξ ∈ (0, 1)满足 f ′′(ξ) = 0.

证: 首先 ∃ ξ1 ∈ (0, 1
4 ) f ′(ξ1) = 0. 根据积分第一中值定理 ∃ ξ2 ∈ [ 1

4 , 3
4 ]满

足 f (ξ2) = f (1);从而 ∃ ξ3 ∈ ( 1
4 , 3

4 )满足 f ′(ξ3)0. 故 ∃ ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (0, 1)满

足 f ′′(ξ) = 0. �



§5.4 定积分的基本性质 245

§5.4.4 Newton-Leibniz公式

下面定理的第一部分就是经典的Newton-Leibniz公式.

定理5.4.17. (1) f ∈ C([a, b]), F是 f 在 [a, b]上的原函数⇒∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
F′(x)dx = F(b)− F(a). (5.4.24)

(2) f ∈ C([a, b] \ {x1, · · · , xk}), F是 f 在 [a, b] \ {x1, · · · , xk}上的原函数
且 F ∈ C([a, b]) ⇒ (5.4.24)任然成立.

证: (1)令

F̃(x) :=
∫ x

a
f (t)dt.

则

F′(x) = f (x) = F̃′(x) ⇒ F(x) = F̃(x) + C.

从而 ∫ b

a
f (x)dx = F̃(b) = F(b)− C = F̃(b)− F̃(a)

= F(b)− C − F(a) + C = F(b)− F(a).

(2)不妨假设 x1 < · · · < xk 并延拓成划分 T : a = x0 < x1 < · · · < xk <

· · · < xn = b. 我们可进一步假设 ||T||足够小,否则的话在把区间细分直到新

的划分的模足够小. ∃ ξi ∈ (xi−1, xi)满足

f (ξi) = F′(ξi) =
F(xi)− F(xi−1)

xi − xi−1

使得

F(xi)− F(xi−1) = f (ξi)∆xi, 1 ≤ i ≤ n.

故∫ b

a
f (x)dx = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
f (ξi)∆xi = lim

||T||→0
∑

1≤i≤n
[F(xi)− F(xi−1)] = F(b)− F(a). �

注5.4.18. 在定理5.4.17 (2)中,条件 F ∈ C([a, b])是必须的.反例如下

f (x) = 0, F(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

则 F′(x) = f (x), ∀ x ̸= 0,且 f ∈ C([−1, 1]) ⇒∫ 1

−1
f (x)dx = 0 ̸= F(1)− F(−1) = 1 − 0 = 1. �
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例5.4.19. (1)证明∫ π

−π
cos mx cos nxdx =

∫ π

−π
sin mx sin nxdx = πδm,n

且 ∫ π

−π
sin mx cos nxdx = 0, ∀ m, n ∈ N.

证:利用三角函数积化和差公式:

cos mx cos nx =
cos(m + n)x + cos(m − n)x

2
,

sin mx sin nx =
cos(m − n)x − cos(m + n)x

2
,

sin mx cos nx =
sin(m + n)x + sin(m + n)x

2
. �

(2)计算

I = lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1 , p > −1.

解: Stolz定理推出

I = lim
n→∞

(n + 1)p

(n + 1)p+1 − np+1 = lim
n→∞

(n + 1)p

(p + 1)np + (p+1)p
2 np−1 + · · ·

=
1

p + 1
.

如果利用Newton-Leibniz公式得到

I = lim
n→∞

1
n ∑

1≤i≤n

(
i
n

)p
=
∫ 1

0
xpdx =

1
p + 1

. �

(3) f ∈ C1([a, b])且 f (a) = 0 ⇒

max
[a,b]

f 2 ≤ (b − a)
∫ b

a
[ f ′(x)]2dx,

∫ b

a
f 2(x)dx ≤ (b − a)2

2

∫ b

a
[ f ′(x)]2dx.

证:利用Newton-Leibniz公式得到

f 2(x) = [ f (x)− f (a)]2 =

[∫ x

a
f ′(t)dt

]2

≤
[∫ x

a
( f ′(x))2dx

] (∫ x

a
dt
)

= (x − a)
∫ x

a
[ f ′(t)]2dt.

特别地,

max
[a,b]

f 2 ≤ (b − a)
∫ b

a
[ f ′(x)]2dx

和 ∫ b

a
f 2(x)dx ≤

[∫ b

a
(x − a)dx

] ∫ b

a
[ f ′(t)]2dt. �
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(4) f ∈ C1([0, 1]), f (0) = 0, f (1) = 1 ⇒∫ 1

0
| f (x)− f ′(x)|dx ≥ 1

e
.

证: ∫ 1

0
| f (x)− f ′(x)|dx ≥

∫ 1

0
e−x[ f ′(x)− f (x)]dx

=
∫ 1

0
[e−x f (x)]′dx = e−1 f (1)− e0 f (0) =

1
e

. �

(5) f ∈ C1([0, 1]), f (0) = 0,且在 [0, 1]上 0 ≤ f ′ ≤ 1 ⇒∫ 1

0
f 3(x)dx ≤

[∫ 1

0
f (x)dx

]2

.

证:定义

F(t) :=
[∫ t

0
f (x)dx

]2
−
∫ t

0
f 3(x)dx.

则 F(0) = 0且

F′(t) = 2 f (t)
∫ t

0
f (x)dx − f 3(t) = f (t)G(t)

这里

G(t) := 2
∫ t

0
f (x)dx − f 2(t).

因为

G(0) = 0, G′(t) = 2 f (t)− 2 f (t) f ′(t) = 2 f (t)[1 − f ′(t)] ≥ 0

所以 G(t) ≥ G(0) = 0.因此 F(t) ≥ F(0) = 0从而得到结论. �
(6)证明

ln(1 + n) < 1 +
1
2
+ · · ·+ 1

n
< 1 + ln n. (5.4.25)

证:显然有如下严格不等式 (为什么?请思考)

1
k + 1

<
∫ k+1

k

dt
t
= ln(k + 1)− ln k <

1
k

故

∑
1≤k≤n

1
k
< 1 + ∑

2≤k≤n

∫ k

k−1

dt
t
= 1 +

∫ n

1

dt
t
= 1 + ln n. �

(7) f ∈ C2([0, 1]), f (0) = f (1) = 0,且在 (0, 1)内 f 不为 0 ⇒∫ 1

0

∣∣∣∣ f ′′(x)
f (x)

∣∣∣∣ dx ≥ 4.

证:不失一般性不妨假设在 (0, 1)内 f > 0.从而∫ 1

0

∣∣∣∣ f ′′(x)
f (x)

∣∣∣∣ dx =
∫ 1

0

| f ′′(x)|
f (x)

dx.
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∃ c ∈ (0, 1)满足 f (c) = max[0,1] f > 0.故得到

f (c)
c

=
f (c)− f (0)

c − 0
= f ′(a), − f (c)

1 − c
=

f (1)− f (c)
1 − c

= f ′(b)

对某个 a ∈ (0, c)和某个 b ∈ (c, 1)都成立.所以

∫ 1

0

∣∣∣∣ f ′′(x)
f (x)

∣∣∣∣ dx ≥ 1
f (c)

∫ 2

0
| f ′′(x)|dx ≥ 1

f (c)

∣∣∣∣∫ b

a
f ′′(x)dx

∣∣∣∣
=

| f ′(b)− f ′(a)|
f (c)

=

∣∣∣∣ −1
1 − c

− 1
c

∣∣∣∣ =
1

c(1 − c)
≥ 4. �

(8)求极限

lim
n→∞

∫ n+p

n

sin x
x

dx.

解:因为 ∫ n+p

n

sin x
x

dx = sin ξn

∫ n+p

n

dx
x

= sin ξn · ln
n + p

n

所以

lim
n→∞

∫ n+p

n

sin x
x

dx = 0. �

(9) f ∈ D([a, b])且 f ′ ∈ R([a, b]) ⇒

max
[a,b]

| f | ≤
∣∣∣∣ 1
b − a

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣+ ∫ b

a
| f ′(x)|dx.

证: ∀ x, y ∈ [a, b] ⇒

f (y) = f (x) +
∫ y

x
f ′(t)dt.

两边对 x积分得到, ∃ξ ∈ [x, y],

(b − a) f (y) =
∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a

[∫ y

x
f ′(t)dt

]
dx.

利用积分第一中值定理得到

(b − a) f (y) ≤
∫ b

a
f (x)dx + (b − a)

∫ y

ξ
f ′(t)dt

即得到所求的不等式. �

§5.4.5 分部积分法

不定积分中的分部积分法可以平行地挪到定积分中来.
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定理5.4.20. u, v ∈ C1([a, b]) ⇒

∫ b

a
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a
−
∫ b

a
v(x)u′(x)dx. (5.4.26)

等价地 ∫ b

a
udv = uv

∣∣∣∣b
a
−
∫ b

a
vdu. (5.4.27)

证:因为∫ b

a
[u(x)v′(x) + u′(x)v(x)]dx =

∫ b

a
[u(x)v(x)]′dx. �

定理5.4.21. (带积分型余项的 Taylor 公式) f ∈ Cn+1([x0, x0 + δ]) ⇒ ∀ x ∈
(x0, x0 + δ)

f (x) = Pn(x) + rn(x) (5.4.28)

这里

Pn(x) ≡ Pn(x; f , x0) := f (x0) + ∑
1≤i≤n

f (i)(x0)

i!
(x − x0)

i

且

rn(x) :=
1
n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x − t)ndt. (5.4.29)

证:首先来看 n = 1情形然后做到一般情形:

f (x)− f (x0) =
∫ x

x0

f ′(t)dt = −
∫ x

x0

f ′(t)(x − t)′dt

= f ′(x0)(x − x0) +
∫ x

x0

(x − t) f ′′(t)dt

= f ′(x0(x − x0)−
1
2

∫ x

x0

f ′′(t)
(
(x − t)2

)′
dt

= f ′(x0)(x − x0) +
1
2

f ′′(x0)(x − x0)
2 − 1

3!

∫ x

x0

f ′′′(t)
(
(x − t)3

)′
dt = · · ·

= ∑
1≤k≤n

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k +
1
n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x − t)ndt. �

因为 f (n+1)连续,故得到Lagrange型余项

rn(x) =
1
n!

f (n+1)(ξ)
∫ x

x0

(x − t)ndt =
1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ)(x − x0)

n+1.

同理得到Cauchy型余项

rn(x) =
1
n!

f (n+1)(ξ)(x − ξ)n
∫ x

x0

dt =
f (n+1)(ξ)

n!
(x − ξ)n(x − x0).
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例5.4.22. (1)计算定积分

In :=
∫ π/2

0
cosn xdx, Jn :=

∫ π/2

0
sinn xdx.

解:首先注意到

I0 = J0 = 1, I1 = J1 =
π

2
.

∀ n ≥ 2

In =
∫ π

2

0
cosn−1 xd sin x =

∫ π
2

0
(n − 1) cosn−2 x sin2 xdx = (n − 1)(In−2 − In)

得到

In =
n − 1

n
In−2.

所以

In =


(2m−1)!!
(2m)!!

π
2 , n = 2m,

(2m)!!
(2m+1)!! , n = 2m + 1.

(5.4.30)

类似地可证明

Jn =
n − 1

n
Jn−2

所以 Jn的通项公式也由 (5.4.30)所给出.

(2)(Wallis公式)考察定积分

J2n =
∫ π/2

0
sin2n xdx =

∫ π/2

0
sin2n−1 x sin xdx.

利用不等式

J2n+1 ≤ J2n ≤ J2n−1

得到
(2n)!!

(2n + 1)!!
≤ (2n − 1)!!

(2n)!!
π

2
≤ (2n − 2)!!

(2n − 1)!!

即
2n

2n + 1
π

2
≤ [(2n)!!]2

(2n + 1)[(2n − 1)!!]2
≤ π

2
.

最后得到
π

2
= lim

n→∞

[(2n)!!]2

(2n + 1)[(2n − 1)!!]2
. (5.4.31)

(3) (Stirling公式) ∀ n有

n! ∼
(n

e

)n √
2nπ (5.4.32)

实际上 √
2nπ nne−n < n! ≤

√
2nπ nne−n

(
1 +

1
4n

)
. (5.4.33)
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进一步得到

n! =
√

2πnnne−n+ θn
12n (∃ θn ∈ (0, 1)) ∼

√
2πnnne−n+ 1

12n −
1

360n3 . (5.4.34)

对 n = 10比较如下:

10! = 3628800,
(

10
e

)10 √
20π = 3598695.6,

√
20π1010e−10+ 1

120 = 3628810.032,
√

20π

(
10
e

)10
e

1
120−

1
360000 = 3628799.9714.

证:考察积分

An :=
∫ n

1
ln xdx = x ln x

∣∣∣∣n
1
− n = n ln n − n + 1.

因为

ln n! = ∑
2≤k≤n

ln k > An > ln[(n − 1)!] = ∑
2≤k≤n−1

ln k

得到

n! > nne−n+1 > (n − 1)! ⇒ e
(n

e

)n
< n! < ne

(n
e

)n
.

另一方面,利用梯形面积近似代替得到

An ≈ ∑
1≤k≤n−1

ln k + ln(k + 1)
2

=: Bn = ∑
1≤k≤n−1

ln k +
1
2

ln n.

定义

an := An − Bn, Bn = An

(
1 − an

An

)
(n ≥ 1).

注意到

ak+1 − ak = (Ak+1 − Ak)− (Bk+1 − Bk) > 0

且

an = ∑
1≤k≤n−1

(ak+1 − ak) + a1 ⇒ {an}n≥1递增.

但是

ak+1 − ak <
ln(k + 1

2 )−
1

2k+1 + ln(k + 1
2 ) +

1
2k+1

2
− ln k + ln(k + 1)

2

= ln
(

k +
1
2

)
− 1

2
ln k − 1

2
ln(k + 1) =

1
2

ln
(

1 +
1
2k

)
− 1

2
ln
(

1 +
1

2k + 1

)
.

故得到

ak+1 − ak <
1
2

ln
(

1 +
1
2k

)
− 1

2
ln
[

1 +
1

2(k + 1)

]
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和

an <
1
2

ln
3
2
− 1

2
ln
(

1 +
1

2n

)
<

1
2

ln
3
2

.

从而

lim
n→∞

an = a存在且 a − an = lim
n→∞ ∑

n≤k≤m
(ak+1 − ak) <

1
2

ln
(

1 +
1

12n

)
.

由 An − Bn = an得到

ln n! = (1 − an) +

(
n +

1
2

)
ln n − n ⇒ n! = nn+ 1

2 e−ne1−an .

令

bn := e1−an ⇒ n! = bne−nnn+ 1
2 .

因为 an ↑ a, bn ↓ e1−a =: b.从而得到

1 <
bn

b
= ea−an < e

1
2 ln(1+ 1

2n ) =

√
1 +

1
2n

< 1 +
1

4n
.

所以得到

bnn+ 1
2 e−n < n! > bnn+ 1

2 e−n
(

1 +
1

4n

)
.

最后估计 b. Wallis公式 (5.4.31)推出

√
π = lim

n→∞

[n!]222n

(2n)!
√

n
= lim

n→∞

22n
√

n
(bne−nnn+ 1

2 )2

b2ne−2n(2n)2n+ 1
2
= lim

n→∞

b2
n

b2n
√

2
=

b√
2

.

所以 b =
√

2π. �

(4) π /∈ Q.

证:假设 π = a/b是有理数 (a, b ∈ N且 (a, b) = 1)考虑函数

f (x) :=
1
n!

xn(a − bx)n, g(x) := ∑
0≤k≤n

(−1)k f (2k)(x).

则得到

g′′(x) = ∑
0≤k≤n

(−1)k f (2k+2)(x) = ∑
1≤k≤n+1

(−1)k+1 f (2k)(x)

和 g′′(x) + g(x) = f (x)和[
g′(x) sin x − g(x) cos x

]′
= [g′′(x) + g(x)] sin x = f (x) sin x.

故 ∫ π

0
f (x) sin xdx = g(π) + g(0).
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但是

f (π − x) = f
( a

b
− x
)
=

1
n!

( a
b
− x
)n

[a − (a − bx)]n = f (x)

得到

f (2k)(π − x) = f (2k)(x), f (π) = f (0), f (2k)(π) = f (2k)(0)

和

g(π) = g(0) ∈ Z ⇒
∫ π

0
f (x) sin xdx ∈ Z.

根据 0 < sin x ≤ 1 (0 < x ≤ π),推出

0 < f (x) sin x <
πnan

4nn!
, 0 <

∫ π

0
f (x) sin xdx <

πnan

4nn!
→ 0

当 n → ∞时. �

(5) π2 /∈ Q.

证: ∀ n ∈ N,定义

In :=
1
n!

∫ π/2

−π/2

(
π2

4
− t2

)n

cos tdt.

则

In+1 =
1

(n + 1)!

∫ π/2

−π/2

(
π2

4
− t2

)n+1

d sin t

= − 1
(n + 1)!

∫ π/2

−π/2
sin t · (n + 1)

(
π2

4
− t2

)n

(−2t)dt

=
2
n!

∫ π/2

−π/2
t sin t

(
π2

4
− t2

)n

dt =
−2
n!

∫ π/2

−π/2
t
(

π2

4
− t2

)n

d cos t

=
2
n!

∫ π/2

−π/2
cos t

[(
π2

4
− t2

)n

− 2nt2
(

π2

4
− t2

)n−1]
dt

=
2
n!

∫ π/2

−π/2

(
π2

4
− t2

)n−1

cos t
[

π2

4
− (2n + 1)t2

]
dt

所以得到

In+1 = 2(2n + 1)In − π2 In−1 ⇒ InPn(π
2)

这里 Pn是次数不超过 n的整系数多项式.注意到

I0 = 2, I1 =
∫ π/2

−π/2

(
π2

4
− t2

)
cos tdt = 4.

假设 π2 = p/q则得到

N ∋ qnPn

(
p
q

)
= qn In → 0,
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矛盾!. �

(6)令

In := en/4n− n+1
2

(
1 × 22 × 33 × · · · × nn

)1/n
.

证明

lim
n→∞

In = 1.

证:取对数得到

ln In =
n
4
+

1
n ∑

1≤k≤n
k ln k − n + 1

2
ln n

= n

(
1
n ∑

1≤k≤n

k
n

ln
k
n
−
∫ 1

0
x ln xdx

)

= n ∑
1≤k≤n−1

∫ k+1
n

k
n

(
k
n

ln
k
n
− x ln x

)
dx − n

∫ 1
n

0
x ln xdx

= ∑
1≤k≤n−1

∫ k+1
n

k
n

(
k
n
− x
)
[1 + ln θn(x)] dx−n

∫ 1
n

0
x ln xdx

(
k
n
≤ θn(x) ≤ x

)
.

考虑

1 + ln ξk = min
[k/n,(k+1)/n]

(1 + ln x), 1 + ln ηk = max
[k/n,(k+1)/n]

(1 + ln x).

所以

(1 + ln ξk)
∫ k+1

n

k
n

(
k
n
− x
)

dx ≥
∫ k+1

n

k
n

(
k
n
− x
)
[1 + ln θk(x)]dx

≥ (1 + ln ηk)
∫ k+1

n

k
n

(
k
n
− x
)

dx

和

−1
2 ∑

2≤k≤n

1
n
(1 + ln ηk) ≤ ln In + n

∫ 1
n

0
x ln xdx ≤ −1

2 ∑
2≤k≤n

1
n
(1 + ln ξk).

因此得到

lim
n→∞

[
ln In + n

∫ 1
n

0
x ln xdx

]
= −1

2

∫ 1

0
(1 + ln x)dx.

根据 ∫ 1

0
(1 + ln x)dx = 1 −

∫ 1

0
dx = 0,

∫ 1
n

0
x ln xdx =

1
2

∫ 1
n

0
ln xdx2 =

1
2

(
ln n
n2 −

∫ 1
n

0
xdx

)

=
1
2

(
ln n
n2 − 1

2n2

)
,
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所以

lim
n→∞

ln In = − lim
n→∞

1
2

(
ln n

n
− 1

2n

)
= 0, In → 1. �

§5.4.6 变量替换法

定理5.4.23. (1)假设函数 φ : [α, β] → [a, b]连续可导, (φ(α), φ(β)) = (a, b) ⇒
∀ f ∈ C([a, b]), f (φ(t))φ′(t) ∈ C([α, β])且∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α
f (φ(t))φ′(t)dt. (5.4.35)

(2)假设函数 φ : [α, β] → [a, b]连续可导且严格单调, (φ(α), φ(β)) = (a, b)

或 (b, a) ⇒ ∀ f ∈ R([a, b]), f (φ(t))φ′(t) ∈ R([α, β])且∫ φ(β)

φ(α)
f (x)dx =

∫ β

α
f (φ(t))φ′(t)dt. (5.4.36)

证: (1) ∃ F满足 F′(x) = f (x).因此

[F(φ(t))]′ = F′(φ(t))φ′(t) = f (φ(t))φ′(t).

Newton-Leibniz公式告诉我们∫ β

α
f (φ(t))φ′(t)dt = F(φ(t))

∣∣∣∣β
α

= F(φ(β))− F(φ(α))

=
∫ φ(β)

φ(α)
f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx.

(2)不失一般性不妨假设 φ′ > 0. ∀ ϵ > 0 ∃ δ1 > 0有

|φ′(t′)− φ′(t′′)| < ϵ

3M + 1
, ∀ t′, t′′ ∈ [α, β]且 |t′ − t′′| < δ1,

这里 M := sup[a,b] | f |. 根据 f ∈ R([a, b])得到 ∃ δ2 > 0 ∀ [a, b]上的划分 T只

要 ||T|| < δ2就有

∑
1≤i≤n

ω( f ; ∆i)∆xi <
ϵ

3

和 ∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

f (ξi)∆xi −
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

3
, ∀ xii ∈ [xi−1, xi].

对 ∀ [a, b] 上的划分 W : α = t0 < t1 < · · · < tn = β 和 ∀ τ̃i ∈ [ti−1, ti], 令

xi := φ(ti),则 ∃ τi ∈ [ti−1, ti]满足

xi − xi−1 = φ(ti)− φ(ti−1) = φ′(τ)(ti − ti−1) > 0

(这里用到了假设条件 φ′ > 0).取

δ := min
{

δ1,
δ2

1 + K

}
, K := max

[α,β]
|φ′|.
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则当 ||W|| < δ时得到

||T|| ≤ K||W|| ≤ K
δ2

1 + K
< δ2

和 ∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

f (φ(τ̃i))φ′(τ̃i)∆ti −
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣
≤ ∑

1≤i≤n
| f (φ(τ̃i))|

∣∣φ′(τ̃i)− φ′(τi)
∣∣∆ti + ∑

1≤i≤n
| f (φ(τ̃i))− f (φ(τi))| φ′(τi)∆ti

+

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i≤n

f (φ(τi))φ′(τi)∆ti −
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣
< M

ϵ

1 + 3M
+ ∑

1≤i≤n
ω( f ; ∆i)∆xi +

ϵ

3
<

ϵ

3
+

ϵ

3
+

ϵ

3
= ϵ. �

例5.4.24. (1) ∀ m, n ∈ N,计算

Im,n =
∫ π/2

0
cosm x sinn xdx.

解:

Im,n =
1

n + 1

∫ π/2

0
cosm−1 xd sinn+1 x

=
1

n + 1

[
cosm−1 x sinn+1 x

∣∣∣∣π/2

0
−
∫ π/2

0
(m − 1) cosm−2 x(− sinn+2 x)dx

]

=
m − 1
n + 1

∫ π/2

0
cosm−2 x sinn x(1 − cos2 x)dx =

m − 1
n + 1

(Im−2,n − Im,n).

因此

Im,n =
m − 1
m + n

Im−2,n.

所以最后得到

Im,n =


(m−1)!!(n−1)!!

(m+n)!!
π
2 , m, n都是偶数,

(m−1)!!(n−1)!!
(m+n)!! , m, n至少有一个是奇数.

(2) f ∈ R([−a, a]) ⇒

∫ a

−a
f (x)dx =

{
2
∫ a

0 f (x)dx, f 是偶的,

0, f 是奇的.

(3) f ∈ R([0, T]), T是周期⇒ ∀ a ∈ R∫ a+T

a
f (x)dx =

∫ T

0
f (x)dx.
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证: ∫ a+T

a
f (x)dx =

∫ 0

a
f (x)dx +

∫ T

0
f (x)dx +

∫ a+T

T
f (x)dx

= −
∫ a

0
f (x)dx +

∫ T

0
f (x)dx +

∫ a

0
f (x + T)dx =

∫ T

0
f (x)dx. �

(4) f ∈ C((−∞,+∞))且 T是 f 的周期⇒

lim
x→+∞

1
x

∫ x

0
f (t)dt =

1
T

∫ T

0
f (t)dt.

证: ∀ x > T, ∃ n ∈ N满足 (n − 1)T < x ≤ nT ⇒

∫ x

0
f (t)dt =

∫ (n−1)T

0
f (t)dt +

∫ x

(n−1)T
f (t)dt

= (n − 1)
∫ T

0
f (t)dt +

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt.

如果
∫ T

0 f (t)dt ≥ 0则

1
x

∫ x

0
f (t)dt ≤ 1

T

∫ T

0
f (t)dt +

1
x

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt

且
1
x

∫ x

0
f (t)dt ≥ n − 1

n
· 1

T

∫ T

0
f (t)dt +

1
x

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt.

因此

1
x

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt − 1

nT

∫ T

0
f (t)dt ≤ 1

x

∫ x

0
f (t)dt − 1

T

∫ T

0
f (t)dt

≤ 1
x

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt.

令

m := min
[0,T]

f , M := max
[0,T]

f .

则

m[x − (n − 1)T] ≤
∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt = f (ξ)[x − (n − 1)T] ≤ M[x − (n − 1)T]

从而

lim
x→+∞

1
x

∫ x−(n−1)T

0
f (t)dt = 0. �
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§5.5 反常积分

§5.5.1 反常积分 I

定义5.5.1. 假设函数 f : [a,+∞) → R满足对 ∀ A > a都有 f ∈ R([a, A]). 如

果极限

lim
A→+∞

∫ A

a
f (x)dx

存在,称 ∫ +∞

a
f (x)dx := lim

A→+∞

∫ A

a
f (x)dx (5.5.1)

是函数 f 在 [a,+∞)上的反常积分. 如果极限有限,称反常积分收敛. 反之称

反常积分发散.

类似地可以定义 ∫ a

−∞
f (x)dx := lim

A→−∞

∫ a

A
f (x)dx. (5.5.2)

如果极限存在且有限,称反常积分收敛.

现在考虑函数 f : (−∞,+∞) → R.如果 ∀ c ∈ R,反常积分∫ c

−∞
f (x)dx 和

∫ +∞

c
f (x()dx

都收敛,则称反常积分∫ +∞

−∞
f (x)dx :=

∫ c

−∞
f (x)dx +

∫ +∞

c
f (x)dx (5.5.3)

收敛.实际上, (5.5.3)中只要对某个 c成立即可.

性质5.5.2. (1) f : [a,+∞) → R在任何 [a, A] (A > a)上都可积,则对 ∀ b > a∫ +∞

a
f (x)dx收敛 ⇔

∫ +∞

b
f (x)dx收敛

且 ∫ +∞

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ +∞

b
f (x)dx.

(2) f : (−∞,+∞) → R在任何 [−A, A] (A > 0)上都可积,则∫ +∞

−∞
f (x)dx收敛 ⇔ ∃ c ∈ R使得

∫ c

−∞
f (x)dx和

∫ +∞

c
f (x)dx都收敛.

证: (1)显然.

(2) ⇒:根据定义. ⇐: ∀ c′ ̸= c我们得到∫ +∞

c′
f (x)dx和

∫ c′

−∞
f (x)dx都收敛.
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进一步 ∫ +∞

−∞
f (x)dx =

∫ c′

−∞
f (x)dx +

∫ +∞

c′
f (x)dx

=
∫ c

−∞
f (x)dx+

∫ c′

c
f (x)dx+

∫ +∞

c′
f (x)dx =

∫ c

−∞
f (x)dx+

∫ +∞

c
f (x)dx. �

例5.5.3. (1)计算 ∫ +∞

1

dx
xp (p ∈ R).

解: ∫ +∞

1

dx
xp = lim

A→+∞

∫ A

1

dx
xp =

{
1

p−1 , p > 1,

+∞, p ≤ 1.

故反常积分只在 p > 1收敛. �

(2)计算 ∫ +∞

2

dx
x(ln x)p (p ∈ R).

解: ∫ +∞

2

dx
x(ln x)p =

∫ +∞

ln 2

dt
tp

所以反常积分只在 p > 1收敛. �

(3)计算

I =
∫ +∞

−∞

dx
1 + x2 .

解:

I =
∫ 0

−∞

dx
1 + x2 +

∫ +∞

0

dx
1 + x2 = arctan x

∣∣∣∣+∞

−∞
= π. �

(4)计算

I =
∫ +∞

0
e−axdx = lim

A→+∞

∫ A

0
e−axdx =

{
1
a , a > 0,

+∞, a ≤ 0.
�

(5)计算

I = lim
n→∞

sin
π

n

(
∑

1≤k≤n

1
3 + sin kπ

n

)
.

解:

I = lim
n→∞

sin π
n

π
n

· π

n ∑
1≤k≤n

1
3 + sin kπ

n
=

∫ π

0

dx
3 + sin x

= 2
∫ +∞

0

du
3 + 2u + 3u2

(
u = tan

x
2

)
=

2
3

∫ +∞

0

d(u + 1
3 )

(u + 1
3 )

2 + ( 2
√

2
3 )2
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=
2
3

3
2
√

2
arctan

u + 1
3

2
√

2
3

∣∣∣∣+∞

0
=

1√
2

(
π

2
− arctan

1
2
√

2

)
. �

(6)证明

I =
∫ +∞

0

dx
1 + x4 =

π

2
√

2
.

证:因为 ∫ dx
1 + x4 =

∫ dx
(1 + x2)2 − (

√
2x)2

=
∫ dx

(x2 +
√

2x + 1)(x2 −
√

2x + 1)

=
1

4
√

2

∫ ( 2x +
√

2
x2 +

√
2x + 1

− 2x −
√

2
x2 −

√
2x + 1

)
dx

+
1
4

∫  1

(x +
√

2
2 )2 + ( 1√

2
)2

+
1

(x −
√

2
2 )2 + ( 1√

2
)2

 dx

=
1

4
√

2
ln

x2 +
√

2x + 1
x2 −

√
2x + 1

+
1

2
√

2

[
arctan(

√
2x + 1) + arctan(

√
2x − 1)

]
+ C.

故

I =
1

2
√

2

(π

2
+

π

2
− π

4
+

π

4

)
=

π

2
√

2
. �

(7)计算

I :=
∫ +∞

0
e−bx sin(ax)dx, J :=

∫ +∞

0
e−bx cos(ax)dx, a, b > 0.

解:分部积分得到

I =
∫ +∞

0

e−bx

−a
d cos(ax) =

− cos(ax)
aebx

∣∣∣∣+∞

0
−
∫ +∞

0

b
a

cos(ax)e−bxdx =
1
a
− b

a
J

和

J =
∫ +∞

0

e−bx

a
d sin(ax) =

sin(ax)
aebx

∣∣∣∣+∞

0
+
∫ +∞

0

b
a

sin(ax)e−bxdx =
b
a

I.

从而得到

I =
a

a2 + b2 , J =
b

a2 + b2 . �

注5.5.4. (1)有如下等价刻画∫ +∞

a
f (x)dx收敛 ⇔ lim

A→+∞

∫ A

a
f (x)dx存在且有限.

⇔

 ∀ ϵ > 0 ∃ A > 0 ∀ A1 > A2 > A有∣∣∣∫ A1
A2

f (x)dx
∣∣∣ = ∣∣∣∫ A1

A f (x)dx −
∫ A2

A f (x)dx
∣∣∣ < ϵ
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(2)类似地得到如下等价刻画∫ a

−∞
f (x)dx收敛 ⇔ lim

A→−∞

∫ a

A
f (x)dx存在且有限.

⇔

 ∀ ϵ > 0 ∃ A < 0 ∀ A1 < A2 < A有∣∣∣∫ A2
A1

f (x)dx
∣∣∣ = ∣∣∣∫ a

A1
f (x)dx −

∫ a
A2

f (x)dx
∣∣∣ < ϵ


(3)有如下关系:∫ +∞

−∞
f (x)dx收敛 ⇒ lim

A→+∞

∫ A

−A
f (x)dx

但是 ∫ +∞

−∞
f (x)dx收敛 : lim

A→+∞

∫ A

−A
f (x)dx.

反例: f (x) = sin x, x ∈ (−∞,+∞).

例5.5.5. (1) Poisson积分∫ π

−π

1 − r2

1 − 2r cos x + r2 dx = 2π, 0 < r < 1. (5.5.4)

证:做变量替换 t = tan x
2 得到

I =
∫ +∞

−∞

1 − r2

1 − 2r 1−t2

1+t2 + r2

2dt
1 + t2 =

∫ +∞

−∞

2(1 − r2)

(1 − r)2 + (1 + r)2t2 dt

= 2 arctan
(

1 + r
1 − r

t
) ∣∣∣∣+∞

−∞
= 2

[π

2
−
(
−π

2

)]
= 2π. �

(2) Euler-Poisson积分 ∫ +∞

0
e−x2

dx =

√
π

2
. (5.5.5)

证:利用多变量积分理论得到

I2 =
∫∫

[0,+∞]2
e−(x2+y2)dxdy =

∫ π/2

0
dθ
∫ +∞

0
e−r2

rdr =
∫ π/2

0

dθ

2
=

π

4
.

第二个证明要利用Wallis公式 (5.4.31).考察函数

φ(x) := e−x2 − (1 − x2) ⇒ φ′(x) = 2x(1 − e−x2
) > 0 (x > 0).

因此

e−x2
> 1 − x2, x > 0.

从而得到

e−nx2
> (1 − x2)n (0 < x < 1),
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且

ex2
> 1 + x2, e−x2

<
1

1 + x2 , e−nx2
<

1
(1 + x2)n , x > 0.

特别地∫ +∞

0
e−nx2

dx <
∫ +∞

0

dx
(1 + x2)n =

∫ π/2

0
cos2n−2 tdt =

(2n − 3)!!
(2n − 2)!!

π

2

和∫ +∞

0
e−nx2

dx >
∫ 1

0
e−nx2

dx >
∫ 1

0
(1 − x2)ndx =

∫ 1

0
cos2n+1 tdt =

(2n)!!
(2n + 1)!!

.

根据 ∫ +∞

0
e−nx2

dx =
1√
n

∫ +∞

0
e−t2

dt, t =
√

nx,

得到

n
[

(2n)!!
(2n + 1)!!

]2

<

(∫ +∞

0
e−x2

dx
)2

< n
[
(2n − 3)!!
(2n − 2)!!

]2 π2

4
.

例5.4.22 (2)推出

lim
n→+∞

n
[

(2n)!!
(2n + 1)!!

]2

= lim
n→∞

n
2n + 1

[
(2n)!!

(2n − 1)!!

]2 1
2n + 1

=
1
2

π

2
=

π

4

且

lim
n→∞

n
[
(2n − 3)!!
(2n − 2)!!

]2 π2

4
= lim

n→∞

[
(2n − 1)!!
(2n)!!

]2

(2n+ 1) · π2

4
n(2n)2

(2n + 1)(2n − 1)2

=
1
2

2
π

π2

4
=

π

4
. �

定义5.5.6. (1)假设函数 f (x)定义在区间 [a, b)上且在 b的任何领域内无界,但

是在任何闭子区间 [a, b′] ⊂ [a, b)上可积.称∫ b

a
f (x)dx := lim

b′→b

∫ b′

a
f (x)dx = lim

η→0+

∫ b−η

a
f (x)dx (5.5.6)

为 f 在 [a, b)上的瑕积分.如果极限存在则称瑕积分收敛,反之称为发散.

(2)类似地,如果函数 f (x)定义在区间 (a, b]上且在 a的任何邻域内无界,

但是在任何闭子区间 [a′, b′ ⊂ (a, b]上可积,定义瑕积分如下∫ b

a
f (x)dx := lim

a′→a+

∫ b

a′
f (x)dx = lim

η→0+

∫ b

a+η
f (x)dx. (5.5.7)

如果极限存在则称瑕积分收敛,反之称为发散.

(3)如果函数 f (x)定义在区间 (a, b)上但是在内点 c ∈ (a, b)的任何邻域

内无界,此时定义 ∫ b

a
f (x)dx :=

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx. (5.5.8)

称瑕积分
∫ b

a f (x)收敛如果瑕积分
∫ c

a f (x)dx和
∫ b

c f (x)dx都收敛.
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例5.5.7. (1)计算 ∫ 1

0

dx
xp , p ∈ R.

解:显然当 p < 1时瑕积分收敛. �
(2)计算 ∫ 1

−1

e1/x

x2 dx.

解:根据定义得到∫ 1

−1

e1/x

x2 dx =
∫ 0

−1

e1/x

x2 dx +
∫ 1

0

e1/x

x2 dx = lim
ϵ→0+

∫ −ϵ

−1

e1/x

x2 dx + lim
η→0+

∫ 1

η

e1/x

x2 dx

= lim
ϵ→0+

(
−e1/x

) ∣∣∣∣−ϵ

−1
+ lim

η→0+

(
−e1/x

) ∣∣∣∣1
η

=
1
e
− lim

ϵ→0+
e−1/ϵ − e + lim

η→0+
e1/η = +∞. �

(3)计算 ∫ 1

0

dx√
1 − x2

.

解: π/2. �
(4)计算 ∫ 1

0

xndx√
1 − x2

, n ≥ 1.

解:

∫ 1

0

xndx√
1 − x2

= lim
u→1−

∫ u

0

xndx√
1 − x2

=
∫ π/2

0
sinn tdt =

{
(n−1)!!

n!!
π
2 , n偶数,

(n−1)!!
n!! , n奇数.

�

定义5.5.8. (1)假设函数 f 定义在 [a, ∞)上且 f 在 a的任何领域内都无界. 称

反常积分
∫ +∞

a f (x)dx收敛如果反常积分
∫ b

a f (x)dx和瑕积分
∫ +∞

b f (x)dx对

∀ b > a都收敛.此时定义∫ +∞

a
f (x)dx :=

∫ b

a
f (x)dx +

∫ +∞

b
f (x)dx. (5.5.9)

显然上述值和 b > a的选取无关.

(2)假设函数 f 定义在 [a,+∞)上, c > a,且 f 在 c的任何领域内都无界.

定义 ∫ +∞

a
f (x)dx :=

∫ c

a
f (x)dx +

∫ +∞

c
f (x)dx (5.5.10)

如果上述两个积分都收敛.
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假设函数 f 定义在区间 [a, b)上且 f 在 b的任何领域内都无界.做变量替

换 y := 1
b−x , a ≤ x < b,得到

∫ b

a
f (x)dx = lim

η→0+

∫ b−η

a
f (x)dx

= lim
η→0+

∫ 1
η

1
b−a

1
y2 f

(
b − 1

y

)
dy =

∫ +∞

1
b−a

1
y2 f

(
b − 1

y

)
dy.

这个说明瑕积分可化成无穷区间上的反常积分.

定理5.5.9. (1) (线性) 如果反常积分
∫ +∞

a f (x)dx 和
∫ +∞

a g(x)dx 都收敛, 则 ∀
α, β ∈ R,反常积分

∫ +∞
a [α f (x) + βg(x)]dx也收敛,且∫ +∞

a
[α f (x) + βg(x)]dx = α

∫ +∞

a
f (x)dx + β

∫ +∞

a
g(x)dx. (5.5.11)

(2) (Newton-Leibnitz公式) f ∈ C([a,+∞)), F是 f 在 [a,+∞)上的原函

数⇒如果极限
F(+∞) := lim

x→+∞
F(x)

存在 (有限或无线),则∫ +∞

a
f (x)dx = F(x)

∣∣∣∣+∞

a
= F(+∞)− F(a). (5.5.12)

(3)(分部积分法) u, v ∈ C1([a,+∞)) ⇒如果极限 limx→+∞ u(x)v(x)存在,

则 ∫ +∞

a
udv = uv

∣∣∣∣+∞

a
−
∫ +∞

a
vdu. (5.5.13)

(4) (变量替换法) f ∈ C([a, b)), x = φ(t) ∈ C1([α, β)) ⇒∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α
f (φ(t))φ′(t)dt (5.5.14)

若 φ((α, β)) ⊂ (a, b), φ(α) = a,且 φ(β−) = b.

例5.5.10. (1)计算

I =
∫ 1

0
ln xdx.

解:利用分部积分得到

I = x ln x
∣∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
dx = 0 − 1 = −1. �

(2)计算

In :=
∫ +∞

0
e−xxndx, n ≥ 1.
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解:分部积分得到

In = −
∫ +∞

0
xnde−x = −xne−x

∣∣∣∣+∞

0
+
∫ +∞

0
nxn−1e−xdx

= nIn−1 = · · · = n!I0 = n!. �

(3)计算Euler积分

I :=
∫ π/2

0
ln(sin x)dx, J :=

∫ π/2

0
ln(cos x)dx. (5.5.15)

解:分部积分得到

I =
∫ π/2

0
ln
(

2 sin
x
2

cos
x
2

)
dx

=
π

2
ln 2 +

∫ π/2

0
ln
(

sin
x
2

)
dx +

∫ π/2

0
ln
(

cos
x
2

)
dx

=
π

2
ln 2 + 2

∫ π/4

0
ln(sin x)dx + 2

∫ π/4

0
ln(cos x)dx.

对第二个积分做变量替换 t = π
2 − x得到

∫ π/4

0
ln(cos x)dx =

∫ π/4

π/2
− ln(sin x)dx

从而得到

I =
π

2
ln 2 + 2I ⇒ I = −π

2
ln 2. �

对 (5.5.15)中第二个积分做变量替换 u = π
2 − x就得到第一个积分.

(4)计算

I =
∫ π

0
x ln(sin x)dx.

解:利用变量替换 x = π
2 − u得到

I =
∫ −π/2

π/2

(π

2
− u

)
ln(cos u)(−du) =

∫ π/2

−π/2

(π

2
− u

)
ln(cos u)du

=
π

2

∫ π/2

−π/2
ln(cos u)du = π

∫ π/2

0
ln(cos u)du = −π2

2
ln 2. �

(5)假设 ∫ +∞

a
f (x)dx

收敛且 limx→+∞ f (x) = A ∈ R ⇒ A = 0.

证: 否则的话不妨假设 limx→+∞ f (x) = A > 0. ∃ ∆ > max{a, 0}使得不
等式

f (x) >
A
2

> 0, ∀ x > ∆,
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成立.因此 ∀ b > a∫ b

a
f (x)dx =

∫ ∆

a
f (x)dx +

∫ b

∆
f (x)dx >

∫ ∆

a
f (x)dx +

A
2
(b − ∆) → +∞,

当 b → +∞.这就产生了矛盾! �

(6)假设函数 f ∈ D([a,+∞))且反常积分∫ +∞

a
f (x)dx 和

∫ +∞

a
f ′(x)dx

都收敛⇒ limx→+∞ f (x) = 0.

证: ∀ b > a有 ∫ b

a
f ′(x)dx = f (b)− f (a).

所以得到

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

∫ x

a
f ′(t)dt =

∫ +∞

a
f ′(t)dt < +∞.

根据(5)得到 limx→+∞ f (x) = 0. �

(7)计算

I =
∫ +∞

0

dx
(1 + x2)(1 + xα)

.

解:利用变量替换 y = 1/x得到

I =
∫ 1

0

dx
(1 + x2)(1 + xα)

+
∫ +∞

1

dx
(1 + x2)(1 + xα)

=
∫ +∞

1

dy
(1 + y2)(1 + y−α)

+
∫ +∞

1

dy
(1 + y2)(1 + yα)

=
∫ +∞

1

dx
1 + x2 = arctan x

∣∣∣∣+∞

1
=

π

2
− arctan 1. �

(8)假如反常积分 ∫ +∞

−∞
f (x)dx

收敛,则 ∫ +∞

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx =

∫ +∞

−∞
f (x)dx.

证:首先注意到∫ +∞

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx =

∫ +∞

0
f
(

x − 1
x

)
dx +

∫ 0

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx.

其次把第一个积分写成∫ +∞

0
f
(

x − 1
x

)
dx =

∫ 1

0
f
(

x − 1
x

)
dx +

∫ +∞

1
f
(

x − 1
x

)
dx.
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做变量替换 t = x − 1/x得到∫ 1

0
f
(

x − 1
x

)
dx =

1
2

∫ 0

−∞
f
(

1 +
t√

t2 + 4

)
dt,∫ +∞

1
f
(

x − 1
x

)
dx =

1
2

∫ +∞

0
f (t)

(
1 +

t√
t2 + 4

)
dt.

类似地可得到∫ 0

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx =

∫ −1

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx +

∫ 0

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx,∫ 0

−1
f
(

x − 1
x

)
dx =

1
2

∫ +∞

0
f (t)

(
1 − t√

t2 + 4

)
dt,∫ −1

−∞
f
(

x − 1
x

)
dx =

1
2

∫ 0

−∞
f (t)

(
1 − t√

t2 + 4

)
dt.

相加得到最后结论. �

(9)给定 a, b > 0并假设反常积分∫ +∞

0
f
(

ax +
b
x

)
dx

收敛⇒ ∫ +∞

0
f
(

ax +
b
x

)
dx =

1
a

∫ +∞

0
f
(√

x2 + 4ab
)

dx.

证:考虑变量替换 t = ax − b/x则得到

x =
t +

√
t2 + 4ab
2a

, dx =
t +

√
t2 + 4ab

2a
√

t2 + 4ab
dt.

故 ∫ +∞

0
f
(

ax +
b
x

)
dx =

1
2a

∫ +∞

−∞
f
(√

t2 + 4ab
) t +

√
t2 + 4ab√

t2 + 4ab
dt

=
1
2a

(∫ 0

−∞
+
∫ +∞

0

)
f
(√

t2 + 4ab
) √

t2 + 4ab + t√
t2 + 4ab

dt

=
1
a

∫ +∞

0
f
(√

t2 + 4ab
)

dt. �

(10)假设函数 f 定义在区间 (−∞,+∞)上,且 ∀ [a, b] ⊂ (−∞,+∞)都有

f ∈ R([a, b]) ⇒如果极限 limx→+∞ f (x) = A和 limx→−∞ f (x) = B都存在,则∫ +∞

−∞
[ f (x + t)− f (x)]dx = (A − B)t, t > 0.

证:首先注意到∫ b

a
[ f (x + t)− f (x)]dx =

∫ b+t

b
f (x)dx −

∫ a+t

a
f (x)dx
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=
∫ b+t

b
[ f (x) + A − A]dx −

∫ a+t

a
[ f (x) + B − B]dx

= (A − B)t +
∫ b+t

b
[ f (x)− A]dx −

∫ a+t

a
[ f (x)− B]dx.

∀ ϵ > 0 ∃ X,−Y (X, Y > 0)使得不等式∫ b+t

b
| f (x)− A|dx < ϵ (b > X) 且

∫ a+t

a
| f (x)− B|dx < ϵ (a < −Y)

成立.从而 ∀ a < −Y和 b > X得到∫ b

a
[ f (x + t)− f (x)]dx − (A − B)t → 0

当 a → −∞和 b → +∞时. �

(11)注意

f ∈ C([a,+∞))且
∫ +∞

a
f (x)dx收敛 ; lim

x→+∞
f (x) = 0.

反例:考察函数 f (x) = x cos(x4).则得到∫ +∞

0
f (x)dx =

1
2

∫ +∞

0
cos(x4)dx2 =

1
2

∫ +∞

0
cos(x2)dx

=
1
2

∫ +∞

0
cos t · 1

2
t−1/2dt =

1
4

∫ +∞

0

cos t√
t

dt.

利用下一小节的Abel-Dirichlet判别法可证最后这个反常积分是收敛的.

(12)注意∫ +∞

1
f (x)dx收敛 ;

∫ +∞

1
f 3(x)dx和

∫ +∞

1

| f (x)|
x2 dx收敛.

反例:考察函数

f (x) =

{
n, n ≤ xc ≤ n + 1

n3 ,

0, 其它情形.

和函数 f (x) = x2 sin(x4). �

(13)假设函数 f 定义在 [0,+∞)上, 0 < f < 1,且∫ +∞

0
f (x)dx收敛, lim

x→+∞
f (x) = 0.

则反常积分

I :=
∫ +∞

0
ln[1 − f (x)]收敛.
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证:利用Taylor展开得到

ln(1 − t) = ln(1 − t)− ln(1 − 0) =
−1

1 − θt
(t − 0) =

−t
1 − θt

从而

| ln(1 − t)| = t
1 − θt

<
t

1 − t
, 0 < θ < 1.

∃ M > 0使得不等式 1 − f (x) > 1
2 对任意 x > M都成立.因此得到∫ +∞

M
|ln[1 − f (x)]| dx ≤

∫ +∞

M

f (x)dx
1 − f (x)

≤ 2
∫ +∞

M
f (x)dx < +∞. �

(14)证明

I(s) :=
∫ +∞

0

e−
x
s −

1
x

x
dx ∼ ln s

当 s → +∞时.

证:因为 x/s = 1/x ⇒ x =
√

s把积分分成两部分

I =
∫ √

s

0

e−
x
s −

1
x

x
dx +

∫ +∞
√

s

e−
x
s −

1
x

x
dx

=
∫ +∞
√

s

e−
t
s −

1
t

t
dt +

∫ +∞
√

s

e−
x
s −

1
x

x
dx

(
x :=

s
t
, e−1/x = 1 + O(s−1/2)

)
= 2

∫ +∞
√

s

e−
x
s −

1
x

x
dx = 2

[
1 + O

(
1√

s

)] ∫ +∞
√

s

e−x/s

x
dx

= 2
[

1 + O
(

1√
s

)] ∫ +∞

s−1/2

e−t

t
dt = 2

[
1 + O

(
1√

s

)] [
ln s
2

+
∫ +∞

s−1/2
e−t ln tdt

]
= ln s + o(1) (s → +∞). �

(15)计算

I =
∫ 1

0

ln x
(1 + x)2 dx.

解: ∀ 0 < ϵ < 1考察定积分

Iϵ :=
∫ 1

ϵ

ln x
(1 + x)2 dx.

分部积分得到

Iϵ = −
∫ 1

ϵ
ln xd

(
1

1 + x

)
= −

[
ln x

1 + x

∣∣∣∣1
ϵ

−
∫ 1

ϵ

dx
x(1 + x)

]

=
ln ϵ

1 + ϵ
+ ln

x
x + 1

∣∣∣∣1
ϵ

=
ln ϵ

1 + ϵ
− ln 2 − ln

ϵ

1 + ϵ

= − ϵ ln ϵ

1 + ϵ
− ln 2 + ln(1 + ϵ) → − ln 2
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当 ϵ → 0时. �

(16)计算

I =
∫ 1

−1

dx
(a − x)

√
1 − x2

, a > 1.

解:先做变量替换 x = sin θ得到

I =
∫ π/2

−π/2

cos θ dθ

(a − sin θ) cos θ
=
∫ π/2

−π/2

dθ

a − sin θ
.

再做变量替换 t = tan θ/2得到

I = 2
∫ 1

−1

dt
at2 − 2t + a

=
2
a

∫ 1

−1

dt
(t − 1

a )
2 + 1 − ( 1

a )
2

=
2√

a2 − 1
arctan

a√
a2 − 1

(
t − 1

a

) ∣∣∣∣1
−1

=
2√

a2 − 1

(
arctan

√
a − 1
a + 1

+ arctan

√
a + 1
a − 1

)
=

π√
a2 − 1

. �

(17)计算

In =
∫ 1

0
xn(1 − x)pdx, p > −1.

解:注意到

I0 =
∫ 1

0
(1 − x)pdx =

1
p + 1

.

对一般的 n有

In =
∫ 1

0
tp(1 − t)ndt =

∫ 1

0
tp ∑

0≤k≤n

(
n
k

)
(−1)ktkdt

= ∑
0≤k≤n

(
n
k

)
(−1)k 1

p + k + 1
.

另一方面定义

In,p :=
∫ 1

0
xn(1 − x)pdx.

则得到

In,p =
−1

p + 1

∫ 1

0
xnd

(
(1 − x)p+1

)
=

n
p + 1

∫ 1

0
xn−1(1 − x)p+1dx =

n
p + 1

In−1,p+1.

因此

In = In,p =
n!

(p + 1) · · · (p + n)
I0,p+n =

n!
(p + 1) · · · (p + n + 1)

.
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作为一个副产品得到如下的组合恒等式

∑
0≤k≤n

(
n
k

)
(−1)k

p + k + 1
=

n!
(p + 1) · · · (p + n + 1)

. (5.5.16)

§5.5.2 收敛判别法

因为 ∫ a

−∞
f (x)dx =

∫ +∞

−a
f (−t)dt (t = −x)

及 ∫ +∞

−∞
f (x)dx =

∫ a

−∞
f (x)dx +

∫ +∞

a
f (x)dx

所以对无穷区间上的反常积分的收敛性,只要考虑
∫ +∞

a f (x)dx的收敛性即可.

(I)反常积分
∫ +∞

a f (x)dx的收敛性.

定理5.5.11. 给定函数 f : [a,+∞) → [0,+∞),即函数 f 在 [a,+∞)上非负.

(1) (有界判别法)∫ +∞

a
f (x)dx收敛 ⇔ I(A) :=

∫ A

a
f (x)dx有界.

(2) (比较判别法 1)如果 0 ≤ f (x) ≤ Kφ(x) (K > 0),则∫ +∞

a
f (x)dx发散 ⇒

∫ +∞

a
φ(x)dx发散,∫ +∞

a
φ(x)dx收敛 ⇒

∫ +∞

a
f (x)dx收敛.

(3) (比较判别法 2或比较判别法的极限形式)如果 φ : [a,+∞) → [0,+∞)且

lim
x→+∞

f (x)
φ(x)

= K ≥ 0,

则

(a) 0 < K < +∞:∫ +∞

a
f (x)dx收敛 ⇔

∫ ∞

a
φ(x)dx收敛;

(b) K = 0: ∫ +∞

a
φ(x)dx收敛 ⇒

∫ ∞

a
f (x)dx收敛;

(c) K = +∞: ∫ +∞

a
φ(x)dx发散 ⇒

∫ ∞

a
f (x)dx发散.
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(4) (Canchy判别法 1)如果 a > 0则

f (x) ≤ K
xp (K > 0, p > 1) ⇒

∫ +∞

a
f (x)dx收敛,

f (x) ≥ K
xp (K > 0, p ≤ 1) ⇒

∫ +∞

a
f (x)dx发散.

(5) (Canchy判别法 2或 Cauchy判别法的极限形式)如果 a > 0且

lim
x→+∞

xp f (x) = K ≥ 0,

则

(a) 0≤K<+ ∞且 p > 1: ∫ ∞

a
f (x)dx收敛;

(b) 0<K≤+ ∞且 p ≤ 1: ∫ ∞

a
f (x)dx发散.

证: (1)利用单调函数极限存在的充要条件.

(2)这是因为

I(A) ≤ K
∫ +∞

a
φ(x)dx有界 ⇒

∫ +∞

a
f (x)dx收敛.

(3) 如果 0 < K < +∞ ⇒ K
2 φ(x) ≤ f (x) ≤ 3K

2 φ(x), ∀ x > a′ > a. 如

果 K = 0 ⇒ f (x) ≤ φ(x), ∀ x > a′ > a. 如果 K = +∞ ⇒ f (x) ≥ φ(x), ∀
x > a′ > a.

(4)在(2)中取 φ(x) = 1/xp.

(5)在(3)中取 φ(x) = 1/xp. �

§5.5.3 反常积分 II

to add Cauchy principal value.

§5.5.4 Euler积分

Euler积分包括Gamma函数和Beta函数.首先我们引入 Gamma函数

Γ(s) :=
∫ ∞

0
xs−1exdx, s ∈ R. (5.5.17)

在未证明反常积分收敛性之前,根据定义显然有

Γ(1) =
∫ ∞

0
e−xdx = −e−x

∣∣∣∣∞
1
= 1. (5.5.18)
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下面我们来证明 Γ(s)仅在 s > 0时收敛.事实上,把 Γ(s)分解如下

Γ(s) =
∫ 1

0
xs−1e−xdx +

∫ ∞

1
xs−1e−xdx =: I1 + I2.

当 x → 0时,由于 x1−s(xs−1e−x) → 1,我们得到 I1 收敛仅当 1 − s < 1. 对 I2,

当 x → ∞时, x2(xs−1e−x) → 0,从而 I1 对任意 s ∈ R都收敛. 因此 Γ(s)仅当

s > 0时候收敛.

根据分部积分,我们马上得到递推公式

Γ(1 + s) = sΓ(s), s > 0. (5.5.19)

特别地,

Γ(1 + n) = n!. (5.5.20)

其次,我们引入Beta函数

B(a, b) :=
∫ 1

0
xa−1(1 − x)b−1dx, a, b ∈ R. (5.5.21)

§5.5.5 Froullani积分

对任意 a, b > 0,函数 f : [0, ∞) → R的Froullani积分定义为

Fa,b( f ) :=
∫ ∞

0

f (ax)− f (bx)
x

dx. (5.5.22)

定理5.5.12. 假设 f ∈ C[0, ∞).

(1) 如果极限 f (∞) := limx→∞ f (x)存在且有限,则

Fa,b( f ) = [ f (0)− f (∞)] ln
b
a

. (5.5.23)

(2) 如果极限 limx→∞ f (x)不存在但是反常积分∫ ∞

A

f (x)
x

dx

对某个 A > 0收敛,则

Fa,b( f ) = f (0) ln
b
a

. (5.5.24)

证明:对任给一个闭区间 [α, β] ⊆ (0, ∞),我们得到∫ β

α

f (ax)− f (bx)
x

dx =
∫ aβ

aα

f (t)
t

dt −
∫ bβ

bα

f (t)
t

dt

=
∫ bα

aα

f (t)
t

dt −
∫ bβ

aβ

f (t)
t

dt = f (ξ)
∫ bα

aα

dt
t
− f (η)

∫ bβ

aβ

dt
t
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其中 ξ ∈ [aα, bα]和 η ∈ [aβ, bβ].

(1)令 α → 0+和 β → ∞,我们得到

Fa,b( f ) = lim
α→0+, β→∞

∫ β

α

f (ax)− f (bx)
x

dx

=

[
lim

ξ→0+
f (ξ)− lim

η→∞
f (η)

]
ln

b
a

= [ f (0)− f (∞)] ln
b
a

.

(2)在这种情形,注意到

lim
β→∞

∫ bβ

aβ

f (t)
t

dt = 0.

所以

Fa,b( f ) = lim
a→0+

∫ bα

aα

f (t)
t

dt = f (0) ln
b
a

. �

例5.5.13. 令 a, b > 0,计算下列反常积分

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx,

∫ ∞

0

cos(ax)− cos(bx)
x

dx,
∫ ∞

0

b sin(ax)− a sin(bx)
x2 dx.

对第一个积分,取 f (x) = e−x 从而得到 Fa,b( f ) = [ f (0)− f (∞)] ln b
a = ln b

a .

§5.5.6 对数积分和素数基本定理

Gauss引入的对数积分定义如下

li(x) := P.V.
∫ x

0

dt
ln t

= lim
ϵ↓0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ x

1+ϵ

)
dt

ln t
, c ≥ 2. (5.5.25)

如上的积分可以写为

li(x) = lim
ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ 2

1+ϵ

)
dt

ln t
+ Li(x), (5.5.26)

其中

Li(x) :=
∫ x

2

dt
ln t

(5.5.27)

是一个定积分.为了证明 li(x)中的第一部分是良定的,令 s = 2 − t得到

lim
ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0
+
∫ 2

1+ϵ

)
dt

ln t
= lim

ϵ→0+

(∫ 1−ϵ

0

dt
ln t

+
∫ 1−ϵ

0

ds
ln(2 − s)

)
= lim

ϵ→0+

(∫ 1

ϵ

du
ln(1 − u)

+
∫ 1

ϵ

du
ln(1 + u)

)
=

∫ 1

0

[
1

ln(1 − u)
+

1
ln(1 + u)

]
du.
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根据

lim
u→0+

u1/2
[

ln
1

(1 − u)
+

1
ln(1 + u)

]
= lim

u→0+

u−1/2

2
[−(1 − u) + (1 + u)]

= lim
u→0+

u1/2 = 0,

我们发现上述反常积分是收敛的,从而 li(x)对任意 x ≥ 2都是有限的.

分部积分马上得到

Li(x) =
x

ln x
− 2

ln 2
+
∫ x

2

dt
ln2 t

=
x

ln x
+ O

(
x

ln2 x

)
. (5.5.28)

著名的素数分布定理是说如下的渐进关系

π(x) ∼ x
ln x

∼ Li(x) ∼ li(x) (5.5.29)

当 x → ∞时成立,这里函数 π(x)表示不超过 x的所有素数之和.在 1850年,

俄国数学家Chebyshev证明了不等式

c1
x

ln x
≤ π(x) ≤ c2

x
ln x

(5.5.30)

对所有 x ≥ 10都成立,这里

c1 := ln
21/231/351/5

301/30 ≈ 0.921292 和 c2 :=
6
5

c1 ≈ 1.1055 (5.5.31)

是两个接近于 1的常数.

§5.5.7 Dirichlet核

对任意 x ∈ R,令 ω := eix. Dirichlet核定义为

DN(x) := ∑
−N≤n≤N

ωn, N ∈ N. (5.5.32)

根据定义我们计算得到

DN(x) = ∑
0≤n≤N

ωn + ∑
−N≤n≤−1

ωn =
1 − ωN+1

1 − ω
+

ω−N − 1
1 − ω

=
ω−N − ωN+1

1 − ω
=

sin[(N + 1
2 )x]

sin 1
2 x

. (5.5.33)

另一方面,根据 DN(x)的原始定义得到如下恒等式

1
2π

∫ π

−π
DN(x)dx = 1 (5.5.34)

对任意 N ∈ N都成立.然而,我们可以证明如下关于 |DN(x)|积分的下界

LN :=
1

2π

∫ π

−π
|DN(x)|dx ≥ 4

π2 ln N +
4

π2

(
γ +

1
2N + 1

)
(5.5.35)
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其中 γ := limN→∞ aN 是Euler常数,这里 aN := ∑1≤k≤N
1
k − ln N.为了得到下

界,我们首先把 LN 写成

LN =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣∣ sin[(N + 1
2 )x]

sin 1
2 x

∣∣∣∣∣ dx.

对任意 x ∈ [0, π/2],我们有 2
π x ≤ sin x ≤ x.从而

LN ≥ 2
π

∫ π

0

| sin[(N + 1
2 )x]|

|x| dx =
2
π

∫ Nπ+ π
2

0

| sin θ|
θ

dθ

=
2
π ∑

0≤k≤N−1

∫ (k+1)π

kπ

| sin θ|
θ

dθ +
∫ Nπ+ π

2

Nπ

| sin θ|
θ

dθ

≥ 2
π ∑

0≤k≤N−1

1
(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
| sin θ|dθ +

2
π(2N + 1)

∫ Nπ+ π
2

Nπ
| sin θ|dθ

=
4

π2 ∑
1≤k≤N

1
k
+

4
π2

1
2N + 1

≥ 4
π2 ln N +

4
π2

(
γ +

1
2N + 1

)
.

进一步我们可以得到 LN 一个上界

LN ≤ 2
π

ln N + 2
(

1
π
+
∫ π/2

0

sin θ

θ
dθ

)
. (5.5.36)

事实上,

LN ≤
∫ π

0

| sin[(N + 1
2 )x]|

|x| dx =
∫ Nπ+ π

2

0

| sin θ|
θ

dθ

≤ ∑
1≤k≤N−1

∫ (k+1)π

kπ

| sin θ|
θ

dθ +
∫ π

0

sin θ

θ
dθ +

∫ Nπ+ π
2

Nπ

| sin θ|
θ

dθ

≤ ∑
1≤k≤N−1

2
kπ

+
2

Nπ
+ 2

∫ π
2

0

sin θ

θ
dθ =

2
π ∑

1≤k≤N

1
k
+ 2

∫ π
2

0

sin θ

θ
dθ

≤ 2
π
(ln N + 1) + 2

∫ π
2

0

sin θ

θ
dθ =

2
π

ln N + 2
(

1
π
+
∫ π

2

0

sin θ

θ
dθ

)
.

结合上述两个不等式,我们粗略地得到（舍去那些常数因子）

LN ≈ ln N (5.5.37)

当 N → ∞.更进一步的精细计算我们可以断言

LN =
4

π2 ln N + O(1), N → ∞, (5.5.38)

即存在一个常数 C > 0使得不等式∣∣∣∣LN − 4
π2 ln N

∣∣∣∣ ≤ C (5.5.39)

当 N → ∞时成立.
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§5.6 定积分的应用
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